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NOUVELLE THÉORIE 



DE 



L'ACTION CAPILLAIRE. 



L'élévaticm de Teaa et rabaissement du mercure dans-jm tube de 
verre d'un très petit diamètre sont des phénomènes très ancienne* 
ment connus, qui se présentent, au premier aspect, comme des 
exceptions aux lois de IHjf drostatique , et dont on a donné pendant 
long-temps des explications qu^il serait inutile de rappeler. Les tibéo* 
ries qui ne sont pas fondées sur le calcul et l'observation doivent 
maintenant être bannies de la Physique, comme elles le sont de 
l'Astronomie. Lors même que la véritable cause des phénomènes est 
connue,. il n'y a que l'analyse mathématique qui puisse découvrir 
leur liaison réciproque, et les déduire les uns des autres, en em- 
ployant les seules données indispensables de l'expérience. Les effets , 
si nombreux et si variés, qui se rapportent à l'action capillaire, en 
offrent l'exemple le plus remarquable; car, sans le secours de l'ana- 
lyse , ils seraient restés isolés , et l'on ne serait pas parvenu à les pré- 
voir ou à les expliquer tous avec précision, et encore moins à en dé- 
terminer la grandeur, au moyen de deux données spéciales empruntées 
à l'observation, l'une relative à la matière du liquide , et l'autre dé- 
pendante de cette matière et de celle du corps dont le contact donne 
naissance aux différens effets dont il s'agit. 

Quoique l'ascension d'un liquide aunlessus de son niveau soit pro- 
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duite par TactioD du tube dans leqaef elle a lieu^ on sait cepen- 
dant quelle ne dépend pas de son épaisseur ^ et Jurin a fait voir 
que^ pour un même liquide, l'ascension ou la dépression dans des 
tubes capillaires formés d'une même matière suit la raison inverse 
de leurs diamètres intérieurs. Ces deux faits importans étaient cons- 
tata par rexpérience, lorsque Qairaut esss^, le premier, de rame- 
ner les phénomènes de la capillarité aux lois de l'équilibre des 
fluides, dont il venait de trouver les équations générales (i). II 
considère un canal infiniment étroit, situé dans l'axe du tube, et se 
prolongeant au-dessous de son extrémité inférieure , pour se relever 
ensuite en -dehors et aboutir à la surface plane et horizontale du 
liquide; il montre que l'action du liquide sur la partie inférieui*e 
et sur les deux branches ascendantes de ce canal se détruit en par- 
tie, et qu'il ne subsiste que l'action du ménisque qui termine le li- 
quide dans l'intérieur du tube; et, selon Qairaut, cette force, jointe 
à celle qui provient de l'action directe du tube , doit faire équilibre 
au poids de la partie du canal élevée au-dessus du niveau exté* 
rieur. Cette conclusion est exacte ; mais il aurait dû ajouter que la 
seconde force , qu'il regardait comme la principale , était au con- 
traire insensible, et ne conserver, en conséquence, que la seule ac- 
tion du ménisque. En effet', si l'action du tube ne dépend pas de son 
épaisseur, il en faut conclure qu'elle n'émane que de sa couche inté- 
rieure, d'une épaisseur insensible, en sorte que les points du tube 
qui sont k une distance sensible du liquide n'agissent pas sur ses 
molécules , ni par conséquent sur les points du canal ddnt la distance 
au tube est égale k son demi-diamètre. Faute d'avoir fait cette re- 
marque et de Tavoir étendue à l'action du liquide sur lui-même , 
Qairaut a seulement ouvert la route , et n'a pas pu déduire de son 
analyse la loi expérimentale que Jurin avait trouvée. Mais quoique 

^i) Théorie de laj*gure de la Terre, première partie , chapitre X, 
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i.es -dées nous paraissent aujourd'hui très naturelles^ et qu'on trou* 
/ct déjà un exemple du calcul de ce genre de forces dans la ma- 
p-^*re dont Newton avait déterminé Faction des corps sur la lu- 

ière, il s'est néanmoins écoulé un long intervalle de temps avant 
que nous eussions une théorie de Faction capillaire où l'action 
du tube et celle du liquide fussent envisagées sous ce point de vue. 

Dans cette théorie, que Laplace a publiée en 1806 et 1807, il 
considère Faction des molécules du tube sur celles du liquide et Fac- 
tion mutuelle des molécules du liquide, comme des forces attractives, 
décroissantes très rapidement suivant une loi inconnue, depuis le 
contact jusqu'à une distance insensible, 011 elles disparaissent entière- 
ment. Ces forces ont lieu en même temps que l'attraction newtcv 
niennc qui suit la raison inverse du carré des distances; mais l'effet 
de celle-ci n'est sensible que dans des masses très grandes, qui peuvent 
balancer Faction de la terre entière sur le fil-à-plomb placé dans 
leur voisinage, ou bien encore, quand on Foppose à une force de 
torsion très délicate, comme dans l'expérience de Cavendish pour 
mesurer l'attraction d'un globe de plomb d'une assez petite éten- 
due.' Les phénomènes de la capillarité ne dépendent donc pas de 
l'attraction qui s'étend à de grandes distances , et qu'il sera permis 
de négliger, sans aucune erreur, pour ne s'occuper que de celle 
dont la sphère d'activité est supposée tout-à-fait insensible , et qu'on- 
appelle proprement Vattmction moléculaire. En partant de cette h}^- 
pothèse, Laplace obtient l'équation de la surface d'un liquide dans 
son état d'équilibre , soit en considérant son action normale sur un 
canal infiniment étroit et prolongé indéfiniment, soit d'après l'action 
îangentielle qu'il exerce sur chaque molécule superficielle ; méthodes 
(}ui ne sont pas essentiellement différentes, et dont l'une doit con- 
duire à la différentielle de l'équation donnée par l'autre, ainsi que 
Laplace Fa fait voir à priori. 11 regarde l'angle sous lequel la surface 

intérieure du tube est coupée par celle du liquide, comme ne dépen- 

I.. 
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daat aniquement que de la matière du liquide et de celle du tube; 
eu sorte que cet aiigle est constant et donné , dans chaque cas , 
pour tous les points du contour de la sur&ce capillaire ; le liquide 
^tant supposé homogène , anssi bien que la matière du tube, 
L équation qui résulte de cette considération et celle qui appar- 
tient à la surface entière sont >Ies deux équations du problème; 
dles renferment les deux constantes spéciales dont j ai parlé tout 
à rhenre ; et c'est de ces deux équations que Laplace a déduit 
lexplication des différens phénomènes observés par les physi- 
ciens. 

Un ou deux ans avant Laplace, Th. Young s^était déjà occupé de 
ces questions (i). Des idéçs .ingénieuses rayaient- conduit à recon- 
naître l'invariabilité de Fangle sous lequel la sitr&ee capillaire vient 
couper celle du tube , et le rapport qui existe eiitre l'îélévalion d'un 
liquide dans un tube d'un très petit' diamètre et son âdhésiQD à un 
disque formé de la méin^ matière que le tube .; :màis - il 8*appuyait 
sur l'identité de la surface du liquide avec Qelle dVoe membrane 
également tendue en tous ises points; identité qui ne peut être que 
la conséquence , et non le principe , de la solution .du problème. 
Lorsque lé travail de Laplace eut paru^ Th. Young éleva contre sa 
théorie plusieurs objections, «parmi lesquelles il ny en a que deux 
qui soient importantes : Tune , que Laplace n'a pas en égard k l'ac- 
tion de la chaleur dans le calcul des forces moléculaires (2) , et l'autre , 
tirée de l'expérience, qui se rapporte au cas de plusieurs liquides 
superposés dans un même tube (3). JTexaniiQerai celle-ci lorsqu'il 
sera question , dans cet ouvrage > de l'équilAre de ces liquides; quant 
à la nécessité de tenir compte de la répulsion. calorifique, il tie peut 



(i) T^ransactions philosophiques, Rnnée iS(^. 

(p) Supplément à la Théorie de VActim capillaire, page ^5. 

(3) Supplémeni à F Encyclopédie britannique, article Cohésion des liquides. 
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rester aucun doute à ce sujet : mais, pour cela^ il suffit de prendre 
pour Factioa mutuelle de deux molécules , l'excès de l'attraction de 
leurs matières pondérables sur la répulsion de leurs quantités de 
chaleur^ et de considérer ^ en conséquence, la fonction qui lex- 
prime comme une quantité qui peut changer de signe dans l'éten- 
due de ses valeurs sensibles. Mais Laplace a omis, dans ses calculs , 
une circonstance physique dont la considération était essentielle: 
je veux parler de la variation rapide de densité que le liquide 
éprouve près de sa surface libre et près de la paroi du tube, sans 
laquelle les phénomènes capillaires n'auraient pas lieu, ainsi que 
je Fai déjà fait remarquer dans mon. Mémoire, sur l'équilibre des 
liquides (i). 

En effet, dans l'état d'équilibre, chaque couche infiniment mince 
d'un liquide est comprimée également sur ses deux faces par l'action 
répulsive des molécules voisines, diminuée de leur force attractive , 
ou , ce qui est la même chose , on peut la considérer comme appuyée 
sur la partie du liquide située d'un c6té, et comprimée par la partie 
située du côté opposé; et son degré de condensation est déterminé par 
la grandeur de la force comprimante. A une distance sensible de la 
superRcie du liquide, cette force provient d'une couche du liquide 
adjacente à la couche infiniment mince, dont l'épaisseur est com-> 
plète et partout la même, c'est-à-dire égale au rayon d'activité des 
molécules fluides ; et, pour cette raison , la densité intérieure du li- 
quide est aussi constante , abstraction faite de la petite condensation 
due à la pesanteur, qui varie avec la distance à la surface supérieure. 
Mais quand cette distance est moindre que le rayon d'activité molé- 
culaire, l'épaisseur de la couche située au-dessus de celle que l'on 
considère est aussi plus petite que ce rayon : la force comprimante 
qui provient de cette couche supérieure décroît alors très rapide- 

(i) Mémoires de t Académie des Sciences, tome IX , page 76 et suitantes. 
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ment avec la distance à la surface , et s'éyanouit entièrement à la sur- 
face même y où la couche infiniment mince n'est plus comprimée que 
par la pression atmosphérique. Par conséquent , la condensation du 
liquide décroît de mème^ suivant une loi inconnue, à mesure que 
Ton s'approche de sa surface libre, et sa densité est très différente a 
cette surface et à une profondeur qui excède un tant soit peu le 
rayon d'activité de ses molécules, ce qui suffit pour quelle soit 
égale h la densité intérieure du liquide. Or, on démontrera, dans 
le premier chapitre de cet ouvrage, que si l'on négligeait cette va- 
riation rapide de la densité dans l'épaisseur de la couche supeiii- 
cielle (i), la surface capillaire demeurerait plane et horizontale, et 
il n'y aurait ni élévation ni abaissement du liquide. On fera voir de 
même la nécessité d'avoir égard à la compression variable que le 
liquide éprouve près de la paroi du tube , et qui s'étend jusqu'à la li- 
mite de l'action exercée par ce corps solide. 

En ayant donc égard à ces données physiques de la question , je 
suis parvenu à former, dans les chapitres II et III, l'équation com- 
mune à tous les points de la surface de contact de deux liquides 
superposés et contenus dans un tube quelconque, et l'équation parti- 
culière aux points de sou contour , ce qui comprend , comme cas 
particulier , les équations relatives à la surface libre d'un seul li* 
quide. Leur forme est la même que celle des équations de la Méca- 
nique céleste; mais les, expressions en intégrales définies des deux 
constantes spéciales qu'elles renferment sont très différentes, de sorte 

■ I ■! — ^i—^— — — — — 1 I I I H I II I— M— — — — il— — ^—W — H^M^— ^— —— ^i— ^ 

(i) Cette épaitieiir doit être de gruideor finie, mmU absolomeut insensible, 
iVaprës l'hypothèse ^a'on a faite sur le peu d'éteadae de la sphère d'activité mo* 
lécalatre. Gela est ooafirmé par une expérience de M. Gay-Lossao. Ayant réduit an 
eorps en poussière tràs fine, il a troaré sa pesanteur spécifique sensiblement la 
même avant et après cette opération; d'oii il faut conclure que l'épaisseur de la 
eouche dilatée qui termine chacune des parcelles de poussière, est insensible eu 
égard k leurs dimensions. 
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que leurs Yaleur& numériques le seraient égalemenl si , au lieu 
terminer par l'expérience , on pourait les calculer directement d'après 
leurs expressions analytiques, ce qui exigerait que Ton ocmnàt les lois 
des actions du tube sur le liquide et du liquide sur lui-méme« On 
trourera, dans les chapitres suivans^ les applications de ces équations 
générales k l'équilibre des liquides dans les tubes d'un très petit 
diamètre et k d'autres questions analogues , et Ton y pourra remar- 
quer l'usage que j'ai fait des tables elliptiques de M. Legendre , 
pour la solution rigoureuse de problèmes qui n'auraient pu ^ sans ce 
secours, être résolus que par approxinsation. 

Depuis que cet ouyrage est écrit, j'ai eu connaissance d'un Mé* 
moire de M. Gauss, qui parait en ce moment sous le titre de 
Principia generaUa theorim figurœ Jhddonun in statu œquUibrii (i). 
Pour former les équations de cet équilibre, l'auteur a recours au 
principe des ntesses virtuelles, qu'il applique à la masse entière du 
liquide, et non pas, comme dans la Mécanique analjiique^ à un 
élément différentiel de cette masse. Il trouve, de cette manière, 
qu'une certaine intégrale sextuple> étendue à toute cette masse, 
doit être 'un minimum. Dans le cas d'un liquide homogène et in* 
compressible, il réduit d'abord cette quantité à une intégrale qua- 
druple; et en considérant spécialement le cas où les forces appli- 
quées au liquide sont, la pesanteur et l'attraetion mutuelle de ses 
molécules, dont la sphère d'activité est insensible, il réduit de nou- 
veau la quantité dont il s'agit, qui est ensuite composée de trois 
termes, savoir, le produit du poids du liquide et de l'ordonnée 
verticale de son centre de gravité , l'aire de sa surfisice libre multi- 
tipliée par une constante qui ne dépend que de la matière du li- 
quide, et l'aire des parois fixes contre lesquelles il s'appuie, mul- 
tipliée par une seconde constante dépendante de la matière du liquide 

(i) Gottingue, i83o. 
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et de oeDe de la perde solide du système» Par les règles connues 
du caknl des Tariations, on détermine la snr£M» inconnue du li- 
quide qui rend cette somme un mininwm, et, comme on sait, on 
trouTe à la fois Féquation générale de cette snrCu» et l'équation 
particulière de son contour, ce qui est layantage carKtéristiqne de 
la méthode que M. Gauss a suivie. Mais cet illnstre géomètre étant 
parti des mêmes données physiques que Laplaœ, et n'ayant pas 
non plus considéré la Tariation de densité aux extrémités do li- 
quide, qu'il a regardé, au contraire, comme ioeompKSsible dans 
toutes ses parties, les objections qui s'élèrent contre la théorie de 
Laplace s'apjdiquent paiement k la sienne , qui ne difière de l'aufre 
que par la manière de former les équations d'équilibre. On peut , 
à cet égard, employer différens moyens; mais, sans craindre de 
compliquer le calcul et d'en augmenter les difficultés, il importe 
de ne négliger aucune des circonstances essentielles de la question # 
parmi lesquelles il £aiut compter surtout la dilatation du liquide 
près de sa surface libre et la condensation qui^nt être produite 
par l'attraction, du tubCir 

La conséquence générale que Ton tiren de notre théorie, c'est 
que les phénomènes de la capillarité sont dus à faction moléculaire , 
modifiée, non«-seulement par la courbure des surfaces, comme La- 
place l'avait dit , mais aussi par l'état particulier des liquides à leurs 
extrémités. 
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CHAPITRE PREMIER. 



Discussion préliminaire. 



(i)» La théorie de Taction capillaire se compose de deux partiesdis- 
tinctes : Tiiiie est relatÎTe à la surface du liquide contenu dans un tube, 
Tautre se rapporte au contour de cette surface et à l'action du tube sur le 
liquide. Nous allons, dans ce premier chapitre, examiner successive- 
ment les principes que Laplaœ a suivis dans le supplément au livre X 
de la Méamique céleste, pour traiter ces deux parties de la question ; 
nous montrerons les difficultés auxqueUes ils sont sujets, et en même 
temps nous ferons connaître ceux que nous nous proposons d'y subs- 
tituer, et qui seront la base de la nouvelle théorie qui fait Tobjet de 
cet ouvrage. 

Ainsi, nous supposerons que les molécules du liquide sont soumises 
à une attraction mutuelle qui n'est sensible qu'à des distances insen- 
sibles, et que les points matériels du tube exercent une semblable ac- 
tion sur ces molécules. Comme dans la tïiéorie de Laplace , nous 
ferons d'abord abstraction de la répulsion calorifique ; nous n'aurons 
point égard à la dilatation ou à la compression du liquide près de 
la surface ou pris des parois du tube , c'est-4i«dire que nous y re- 
garderons la densité du liquide comme étant l^ même que dans son 
intérieur. Enfin, pour calculer les résultantes de l'attraction molécu- 
laire , nous partagerons le Volume du liquide' et celui du tube en 
élémens infiniment petits, puis nous exprimerons ces forces par des 
intégrales définies relatives à ces élémens. 

(a). Soit AÔB (fig. i'*) la surface du liquide. Par le point quel- 
conque 0, menons le plan tangent COD; appelons ^ l'élément in- 
finiment petit, commun à cette surface et à ce plan; et sur a», comme 
base, élevons dans l'intérieur du liquide un cylindre OE normal et 

a 
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iadéfiniment prolongé. Désignons par No» Faction exercée par le 
liquide sur ee cylindre^ stHyant sa longiietir''et de dehors en de- 
dans. On pourra diviser Noi en deux parties : Tune relative à la 
portion du liquide terminée par le plan COD et dont le cylindre 
fait partie, Tautre co^rôS]p<lad4ntè* ' stf entre ce 

plan et la surface AOB ; et si Ton désigne la première par Kea , et 
la seconde par /juû^ on aura 

en prenant le signe supérieur ou le signe inférieur^ selon que le li«^ 
quide setà cénacre ou convexe au point 0. La figure suppose que ce 
soit 1er premier* cas ^pd ait lieu. 

Four i^akiitor K, Èoit M un point dn cjlindre OE, et M' un 
point quelcoaque du IftfdMe compris dans la sphèft d'activité de M. 
Appelons r la di^iicé MM', s et / les pet^ndiculaires abaissées de 
eés deux poînfâ sàr le^ plan COD, et éu'tin élément de ce plan, qui sera la 
basé d'un t^lifa&^e pândlèlé à OE et -comprenisint le point M\ Les élé- 
mens de vohime q«i répondent à M et M' auront pour expressions 
iêds et âiW ; et si Ton représente par f la cfenéitë du liquide , et 
par ^r une fonction de r qui n*ait de valeurs sensibles que pour 
des vidèuit^^iisensibles d6f Cette variable. l^Ction mutuelle de ces 
ânx Païens potn*ra s'iejtprtmef ]iaf^ te produit 

7é mo/dsds!^ 



La fonction f r ne changera pas dé aigne dans toute l'étendue des 
valeurs de r, puisqu'on, a seulfment ^|strd à 1 attraction des mo- 
lécules , et qu'on ne '^eni pas compte ^e ht répulsion due à leur 
calorique ; et si oa lin regarde comme positive ^ la composante de 
la force précédente^ <firijgée suivant lUfE, s^btiendl^ en multipliant 

cette lonef par U jfLffoa^-j^ ^w «It le i9Miiius.4e l'angle M'ME. 

Représentons pai^ u la pi^ojectlon dé r sur le plan. COD, et par f 
l'angle 4^é^^ette projéctiott ^it àveë une d^ite fixe, menée par le 
point dans ce mhtofi p^; Oh pourra ^prendre 
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oa aura eo outre 

et la valeur de.Ed» 8'obtiendra par des mt^gt^tion^ telatives k u, ç, 
s'y s. Celle qui répond à IVngle i^ anra pour Itmilei (^95=0 et p= 27r, 
en désignant par ^ le Fapj>ort de la circonférenoe au diamètre ; elle 
s'effectuera immédiatement ; et si ]*on supprime le facteur » ^ on 
aura 

K s» aTT/* /77f /• *-^ ududs'ds. 

Soit (y un point de OE^ tel que l'on ait MO s= MCX. Far ce 
point, menons un jànû G^ODV parallèle à C6D. Il est évident que 
l'action du liquide compris entre ces deux plans , sur le point M , 
se réduira à zéro^ à cause que l'on n'a point égard à la variation 
rapide de sa densité dans la couche qui le termine. Si donc on fait 

on pourra faire commencer à zéro l'intégrale relative à la nouvelle 
variable x , aussi bien que ies intégrales relatives a m et à ^. On 
aura d'ailleurs 

r* = V -+■ (ar 4- ^y i 

en sorte que pour toute: valeur sensible de l'une des variables po- 
sitives u, a:, ^, la varîd>l(i r aura aussi une valeur sensible ^ et 9r 
sera nulle ; on poufn dooc éteindre ees^ int^p^c» jusqu'à l'infini , et 
écrire ^ 

t 

Soit maintenant 

s=:uz, x = ujr, €ls=zudz^ dx^=zudj; 

les limites relatives aux.MniveUes variables set j^ seront encore zéro 
et llnfini , et nous aurons 

a.. 
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Si donc nooi «■ hrtî t u o M » r à la tvnble v , et que noos preniaoi. 



-. À 



les lîiiiite»rdatÎTeiàr«eroiitaHBr=soetrs=30, etfl en résuhen 



K =s lar^qj r^fnir. 



eo frisant 9 pour abroger ^ 



Mais on a 






/.f: 









^ • 



Il ^ 



on aura donc enfin 



(3). Caicnlont de même la valear de /i. Pour cela, je partage le 
méniiqne en cjrlindfes peqpendicnlaires an plan langent GOD, qni 
aient pour bases les âémem infiniment petits de ce plan, et ae teim^ 
nent k la snrfiure AOB. Soit U!(y (fig • a) Fnn de ces cylindres. Dési» 
gnons par ^ sa base^ et par Ç sa bantenr; en aorte qne m^ soit son 
volnme* Pour qnll agisse snr le cylindre OE, il frndn qne la dis- 
tance OSr soit tris petite, et, par conséquent, qne l'ordonnée Ç de 
la snr&ce soit très petite dn seomd ordre; on ponrra alors, sans eiw 
rear sensible, regarder tous les points àe MtV comme exerçant des 
actions égales et parallèles snr le point quelconque M de OE , et 
prendre 

pour raction totale de MfiY, sur Télément mds qui répond à ce point; 
les distances MO et MM^ étant représentées par s et r, comme précé- 



DE L'ACTION CAPILLAIRE. i5 

demment. Cette force étant dirigée de M vers M', sa composante sui- 
vant ME sera négative, et s'obtiendra en multipliant cette force par 

— >-. Si Ton appelle u la distance OM^ et p Fangle qu'elle (ait avec une 

droite fixe, metaée par le point dans le plan tangent, on aura . 

et Ton en condura 

Soient n et nf les deux coordonnées de M' relatives à des axes 
rectangulaires, menés par le point dans le plan COD, de sorte 
qu'on ait 

«ssttdnp, nfzszucoiv. 

La valeur de Ç sera donnée en fonction de )f et )f' par Téquation de la 
sur&ce du liquidé! on poana la développer en série très conver- 
gente, suivant les puissances et les produits de n et yf } et comme 

KfTp ji| s^évanouissent en même temps que ces deux variables, 
on aura 

en négligeant les tenues du troisième ordre, et désignant par Q, Q', Q'^ 
des coefficiens indépeodans de ii et ll^ Je substitue ces valeurs de 
C , )f , n', dans celle de fc , et j'effectue l'intégration relative à (^ ; 
il vient 

;» = -H(Q + QO, 
en fidsant , pour abréger , 



«-*^/oX*P'*T^'^ 



On réduira cette intégrale double à une intégrale simple , en fai- 
sant d'abord 

s = uor, ds ss: udx, 
et ensuite 



♦^. 
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€t ifsa 



__ » 



Prenons pour axes des ooordoanées « et ir' les tangentes au sec- 
tions normales de fias grande et de moindre conrlmre, de la snr- 
(aoe do liquide an point 0« En désignant par X et A' les rajons de 
ces denx courbures principales^ nons anrons 

A ^~'^» A'— A'» — ^V' 
aa moyen de quoi la Talear de /t sera 



;"a+î> 



quantités K et ^ 
lyant été supposée 



N=.K_lB(:+^)i (5) 

formule dans laquelle on r^ardera A et >/ comme des quantités po- 
.<«itives« Pour Tétendre au cas de la surface convexe^ il suffira dy 
changer les signes de A et A'; et ^ généralement, on y considérera 
chacune de ces deux quantités comme positive ou comme négative, 
selon que la ligne de coiM*bure à laquelle elle répond tournera sa 
concavité en-dehoes ou en-dedans du liquide» 

Les expressions des coefficiens K et H que cette formule renferme 
s'accordent avec celles que Laplace a trouvées^ sous une autre forme, 
pour les mêmes quantité. En effet, on suppose, dans la Mécanique 
céleste , 

fprdr tm c -^ fJr, fiïlrdr sa c' — '^r; 
les intégrales commençant avec r, c etc^ étant leurs valeurs quand ra 
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une grandeur sensible p Tir et ^{rf; désignant des fonction^ qui s'éva* 
uouissent pour toute valeur sensible. de r. D'après cela^ on a 

en rétablissant la densité f que Liaplace a prisa pour unité , et la 
limité h étant "«ne quantité de grandeur sensible, qu'on pourra , sî 
Ton veut y reoiplaetr par l'infini. Or^ si Ton intègre par partie, il 
vient 

K = MTfHi^h — ^*ry ^ * sssuTTf^f r^Tlrdr, 
intégrant de nouv^u, on a 

* 

ce qui coïncidé avec les fbrœules (i) et (p) , en prenait /| ss oo . 

(5)« Lorsque h surface du liquide aeMXoaaue, et que les valeurs 
des constantes K et H, dépendantes de sa nature, seront données, la 
formule (3) fera connaître l'actiiMi quai akerce sur un filet cylindrique, 
normal à cette surface au point où il la rencontre. Si , par exemple . 
la surface du liquide était celle de Y site fniHinm, €Hi aurait 

et l'action dont il s'agit serait constante et la même que dans le ca^ 
d^une surface plane. 

Réciproquement, on conclura de cette expression de N Téquatiou 
de la sur&ce libre^ d'ttaiiquide hoBlègène^9él^Bi8 à Tattaraction mu» 
tuelle de ses molécules et à d autres forces données , telles que la pe- 
santeur. En effet, l'actioa de ce liquide sur tous les points sensible* 
ment éloignés de la surfàpe étant égale en tous sens et se détruisant 
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par conséquent^ Nui exprimera enooitr cette action iitf le filet OE (6g. S), 
normal an point quelconque 0^ lors même qu'il cessera d'être droit à 
une profondeur sensible, pourvu que la section perpendiculaire a sa 
longueur ne varie pas, et aoit toujours éffle k c#« Suj^kmous donc que 
ce filet curriligne vienne aboutir en un point fixe L de la surfiace du 
liquide, et qu'il soit aussi normal en ce point; Désignons par l et P 
les valeurs de X et X' relatives à ce point L, Les actions du liquide 
sur le filet OEL seront Nui au point 0, et N'ai au point L ^ ça appelant 
N' ce que devient N quand on 7 met / et P, au lien de \ et A^ Si donc 
la pression extérieure est nulle ou la même aux deux points et L , 
et si Ton suppose que U pesanteur soit la seule force donnée qui 
agisse sur le liquide, il faudra , pour Féquilibre du filet OEL , que 
lexcès de N'ûi sur Naé soit bali^icé jpar la différence des actions 
exercées par la pesanteur sur les deux branches de ce filet , sui«* 
vaut leurs longueurs. En appelant donc A cette différence, il fau- 
dra qu'on ait 

N'ai — Nai s A. 

Or, si Ton repr&ente par g la pesanteur, par z Tordonnée verticale 
d'un point quelconque du filet, et par ds l'élément de sa longueur, 
gpcûds sera le poids de la masse correspondante à cet élément , et 
gf(^dz sa composante Suivant la longueur du filet ; d'où Ton con- 
clura 

A SB gpcùz, 

en prenant le point L pour origine des coordonnées, et comptant 
les z positives au-dessus du plan horizontal passant par ce point ; 
et si Ton substitue cette valeur de A et celles de N et N' dans Téqua- 
tion d'équilibre, il en résultera 

iH(J + J)-iH(i + i.) + g/z«o, (4) 

pour l'équation de la surfiace du liquide qu'il s'agissait d'obtenir. 

(6). Les points et L peuvent être des points de la surface du 
liquide situés en-dehors ou en-dedans du^ tube. Le raisonnement qui 
nous a conduit à l'équation (4) subsistisra toujours, pourvu qne le 
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* 

filet OEL ne soit pas interrompu par le tube , et il suffira pour cela 
de le faire passer au'-dessous de Textrémité inférieure du tube lorsque 
l'uu des deux points sera en-dedans et f autre en-dehors. Si le point L 
est en-dehors , à une distance du tube assez grande pour que la sur^ 
face du liquide y soit sensiblement plane et horizontale,. on aura 

et Tëquation précédente fera connaître l'élévation ou l'abaissement de 
chaque point de la surface capillaire, au-dessus ou au-dessous du 
niveau Axtér^eur du liquide. 

Cela étant, supposons que le tube soit formé d'une matière homo- 
gène, et que sa surface intérieure soit celle d'un cylindre à base cir- 
culaire et qui ait son axe vertical; il est évident que, dans ce cas, la 
surface capillaire ne pourra être qu'une sur&ce de révolution , dont 
Taxe de figure sera celui du tube. Au point situé sur cet axe , les 
deux rajyons A et A' seront égaux et de même signe. En désignant 
par b leur grandeur absolue , on aura donc 

A = A'= =fc *, 

selon que le liquide sera concave ou convexe ; et si l'on représente 
par h la valeur de z relative au point dont il s'agit, et qu'on supprime 
les termes de l'équation (4) qui dépendent de / et f , on aura 

g'pA sp y = o , (5) 

pour déterminer l'élévation ou rabaissement du centre de la surface 
capillaire. 

En ayant égard a la formule (:i) , on tire de là 

et comme fr est constamment positive, k cause que Ton a seule- 
ment égard à l'attraction des molécules, il s'ensuit que l'ordonnée h 
sera positive ou négative , et, par conséquent, que le liquide s'élè- 
vera ou s'abaissera dans le tube , selon qu'il y sera terminé par une 
surlàce concave ou convexe; ce qui serait, en effet, conforme à 
Texpérience. Mais , dans la supposition de ^r positive pour toutes 

5 
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t 

les yalears de r, noa-ieuleinent H, mais aussi K, serait positif; 
or, on va yoir que la force K doit an contraire itre négative, poui 
(aire équilibre à la pressiop extérieure; ce qui suflSra peur rendre 
inadmissible l'hypothèse de fr constamment positive. 

(7). Par un point 0, (fig. 4) appartenant au filet normal OE, et 
situé à une distance quelconque du point , menons un plan 
C.OiD, parallèle au plan tangent COD. L'action du liquide compris 
entre ces deux plans , sur la partie 00, de OE , sera évidemment 
nulle, puisqu'on y suppose la densité constante. Nous appellerons 
K^cû l'action sur ()0| de l'autre portion du liquide terminée par le 
plan C|0,Di , laquelle action sera dirigée suivant 0,E, et s'ajoutera k 
l'action du ménisque qu'on a d&ignée précédemment par fi. Celle 
de la pesanteur, ou le poids de 00, décomposé suivant sa longueur, 
aura gpcLcù pour valeur, en appelant « la perpendiculaire abaissée 
de sur le plan horizontal passant par O,, ou la différence de 
niveau de ces deux points. Enfin , en appelant II la pression exté- 
rieure rapportée à l'unité de surface, qui sera, si Ton veut, la pres- 
sion atmosphérique, il y aura encore la force liai qui agira sur 00, 
dans le sens des forces précédentes. Pour l'équilibre de cette partie 
du filet OE, il faudra donc que la somme de toutes ces forces soit 
égale k zéro, ou qu'on ait 

K.+ A^ + gF« + n=:o, (6) 

en supprimant le facteur commun ^ • 

Observons d'ailleurs qu'on a K. s= K. En effet , soit M un point 
appartenant à 00,, M, un point situé de l'autre côté du plan C,0,D„ 
X, et X leurs distances k ce plan , r, la distance MM, , 11 sa projection 
sur ce même plan ; nous aurons 

Le cosinus de l'angle EMM, sera ^LjlL • le volume d'un anneau dr- 

culaire dont tous les points agissent également sur le point M, aura 
pour expression ^wududx , et celui de l'élément de 00, qui ré- 
pond à M, étant a»d!r,, on en conclura, sans difficulté, 

K. = ^P'/,X/o* 'P'-' '-^ «*«^' ' 
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en supposant que 00| ait nne grandeur sensible, ou du moins plus 
grande que le rayon d'activité moléculaire , ce qui a permis d*ëtendre 
jusqu'à l'infini l'intégrale relative à .(,• Or, en y employant les lettres 
^ et r , au lieu de ^. et r, , cette expression coïncide avec Tune de celles 
que Vtm a trouvées pour K dans le n^ 2. 

Mettant donc K à la place de K. , et pour fi sa valeur dans Téqua-^ 
'lion d'équilibre de 00, y on aura 

ce qui montre que K sera généralement une quantité négative, dépen- 
dante principalement de la pression extérieure et de renfoncement 
du point Ot, atiquel elle i*épond. Si la sur&ce du liquide est plane , 
et que le point 0. n'en soit éloigné que d'une distance insensible , K 
sera simplement égal et contraire k la pression fl , et nul quand le li- 
quide sera placé dans le vide. 

D'après la manière dont Laplace a formé les équations (4) et (5) , 
il n'a pas eu besoin de considérer la quantité K qni n'y est pas com-* 
piîse, ni de s'occuper de sa relation avec la pression extérieure ; mais, 
suivant ses principes, cette quantité servit positive et extrêmement 
grande par rapport à H , ainsi qu'il le dit lui - même en plusieurs 
endroits, et comme cela résulterait effectivement des formules (x) 
et {2). Four que l'intégrale représentée par K puisse être négative , 
et que cependant l'intégrale que H représente reste positive , con-- 
formément k l'expérience, il est indispensable d'avoir égard à Fat* 
traction des molécules et k leur répulsion calorifique ; on regardera 
alors, dans les fiormules (i) et (:i), la quantité ^^r comme exprimant 
l'excès de la force attractive sur la force répulsive , et ^r comme étant 
positive à toutes les distances r où la première force l'emporte sur 
la seconde, et négative à toutes les distances où c'est la seconde 
qui surpasse la première (^) ; mais nous allons 6dre voir que 
cette considération serait encore insuffisante, et que dans la théorie 



Noos derom dire qae eette modifieitiaii à ta tbéorie a M indiquée par l'Au- 
teur daoB nne note qui fait partie du Bulletin de la Société Philomatiqve, tn* 
née 18199 page lax 
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de Laplace, ainsi modifiée, la quantité H, d'où dépend réléralioo 
on rabaisfiement du liquide, n'en devrait pas moins être nulle ou 
insensible. 

(8). Supposons que le filet OE , normal à la surfisioe du liquide, ne 
soit plus cylindrique , et que l'aire de la section perpendiculaire à 
sa longueur varie d'un point à un autre, quoiqu'elle soit toujours 
infiniment petite. La distance OM étant insensible et représentée par s, 
et €â désignant toujours l'élément de la surface du liquide au point 0, 
on pourra représenter Taire de la section au point M par a» (i -f- A::^) , 
en négligeant les puissances 4e s supérieures à la première, et dési- 
gnant par k un coefficient indépendant de cette variable. Si nous re- 
gardons aussi la longueur de 00. comme insensible, l'expression 
cô(i + ks) aura lieu dans toute cette longueur, et nous pourrons 
partager le filet 00g. en deux autrei , l'un ajant une soction cons- 
tante et égale k m, et Pautre une section variable et exprimée par 
uks. Soient U^A: et \'cûk les actions normales à la surface du li- 
quide , et dirigées de dehors ennledans , qui seront exercées sur h 
seconde partie de 00, , par le liquide que termine le plan C|0,D, et 
par le liquide compris entre ce plan et le plan tangent CDD. Obser- 
vons que Taction du ménisque renfermé entre CDD et AOB, sur cette 
partie de 00, , est du même ordre que les quantité qu'on a né^^ligées 
en calculant l'action ^ de ce ménisque sur la partie cylindrique de 00,, 
en sorte que uûê exprimera encore l'action du ménisque sur le filet 
non cylindrique. Le poids de OOi n'aura pas non plus changé sensi- 
blement, et la pression extérieure qui a lieu Ii son extrémité 0, sera 
toujours Uc0. Pour l'équilibre de OOi, il Êiudra donc qu'on ait 

K. + f*+ p^* 4-.n +UA: + V* =30 j 

K| et /rgft étant les mêmes quantités que dans le numéro précédent. 
Or, réquîlibre devant exister, soit qu'il s'agisse d'un filet cylin- 
drique , ou soit que l'on considère un filet dont la section varie , il 
est nécessaire que cette équation ait lieu en même temps que Féqua- 
tioD (6) , qui se rapportait au filel cylindrique. En retranchant l'une 
de l'autre, et supprimant le facteur commun A:, on aura donc 

U -♦- V s= o. 
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Si Ton désigae par s^ la distance MOf et par / la longueur de 00, , 
et que Ton conserve toutes les autres notations du numéro précédent , 
on aura xs/— -<r, ^ et Texpression de U sera 

U =. :«rr/;/,X *'•. ^^-^^^ udadxds, ; 
Ti étant toujours donné par Téquation 

• r,'=s w* + (ar 4- s,y. 

Soit aussi s' la distance d'un point quelconque du liquide au 
plan OOD^ r^ sa distance au point M, et u la projection de r' sur 
ce plan, en sorte qa*on ait 

1^» = M* + (/ — sy, 

et que le cosinus de l'angle que fait r' avec ME ait pour \ aleur 
— -p — ; nous aurons 

V = ^f^f^Jlfj^ ^^^^ ududsdJ. 

Ici Ton ne peut pas ^étendre jusqu'à l'infini les intégrales relatives à 
f et /, lors même que / aurait une grandeur sensible , parce que r^ 
n'a pas une valeur sensible pour toute valeur semblable de s' ou de s^ 
mais seulement pour une pareille valeur de leur différence. 
En ayant égard à oe que K. représente ^ la valeur de U pourra 



s'écrire amsi : 



U = /K, - ^f'/f/,Vl**^ ^'"*'^''' ' - udadxds,. 
Je fiiis d'abord 

s,=:zujr, x=:uz, ds, =i udjr , dx s:z udz ^ 
et ensuite 



u= ^' =. du 



dr. 



il en résultera 

U =s flt, — ^^f^J ^t^Çr^eir, , 

en faisant^ pour abr^er, 



2i 
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A caase de 



nous aurons 



«t d'après la formule (a), la valenr précédente de U deviendra 

U =. /K. — H. 



L'int^pvle triple que Y représente se réduit également à des inté- 
grales simples ; mais cette transformation exige une attention parti- 
culière, et nous allons l'effectuer en détail dans le numéro suirant. 

'9). On a identiquement 

« = i(jH-/)-f-l(f--y); 
d'où il résulte 

et la première de ces deux intégrales s'ëvanooit, comme étant com- 
posée d'élémens qui sont deux & deux ^ux et de lignes con- 
traires. 
Je désigne par (^ une variable positive , et je fais successivement 

et dans les deux cas 

r'» fi= W -h 1^. 

En partageant la dernière intégrale en deux parties, dont Tune ré- 
ponde aux valeurs de / plus grandes que Sp et Tautre aux valeurs de s 
plus grandes que y, nous aurons 

uu, ce qui est la même chose ^ 
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Soit maintenant 

rintegrale étant prise de manière qu'elle s'évanouisse avec /, c étant 
une constante qui représente ce que cette intégrale devient pour une 
valeur sensible de r^, et ^r^ une fonction qui devient insensible pour 
toute valeur sensible de cette variable; on aura 

et y par conséquent, 

en daignant par r la valeur de /.qui répond à pss/ — $ ^ en sorte 

qu'on ait 

/* = »• + (/ — sf. 

Au moyen de cette transformation, Texpression de V devient 
dabord 

Soit encore 

les intégrales commençant avec f'^b e\a désignant leurs valeurs re* 
latives à / = oo , ^V et 4b V étant des fonctions qui s'évanouissent 
pour toute valeur de r' plus grande que le rayon d'activité molécu- 
laire ; nous aurons 



et ensuite 



f^ Vw/i^=a-*''(^ — f). 



1 






> « 



Vi V- <|u «». >«: «tftrffji^ cifM^^ 



/ #^/ 






-pî' ^ ^ *- y ^ 



'*. uU^4> hKAy^»iuê^ ^ i».fti^ twup'A hon dû fôgiic /, €l la valeur pr^ 



^ = »< '^i r >'*'*^> 



— fi/ . 
\^^ 1 / 



^ !,'>-^.t ««w/^/^ <Ur«« fvtt ^ mile f»r p»rtlç, et , à ctme d«- 






/l'**'*^ = l/!*"*'^ = jfy^'d'» 



»« «w,,l/.;,*„» i;, l^t^« ;. a^ |i^„ de , wus le signe /, et ëleodaot 
I u»My J. j«v<,/4 r^9i,cenm e»t permU, puisque fr est insensible 
* I* UmtUt ti^Ui Mu-Mk. On trouvera de même 

on «uni tUmc 
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exprettion qui est la même chose que 

V=aH.— ZK, 

en vertu des formules (i) et (2). 

(lo). Je substitue cette valeur de Y et celle de U dans l'équation 
U-4-V = o; en observant que K = K,, elle se réduit à H = o : 
ce coefficient H serait donc nul , ou de l'ordre des quantité tout-à- 
fait insensibles qu'on a négligées dans les calculs précédens ; ce qu'il 
s'agissait de démontrer. C'est aussi ce que j'avais déjà prouvé d'une ma- 
nière différente dans le Mémoire cité au commencement de cet ouvrage, 
où j'exprimais les actions des différentes parties du liquide par des 
sommes 2 non réduites à des intégrales. Il s'ensuivrait que la surface 
d'un liquide contenu dans un tube capillaire resterait horizontale , et 
que le liquide ne s'élèverait ni ne s'abaisserait au-dessus ou au- 
dessous de son niveau extérieur; mais ce résultat tient à ce que 
nous n'avons pas eu égard à la dilatation du liquide qui a lieu près 
de sa surface ; et quoique la loi de sa densité dans l'épaisseur de la 
couche superficielle dépende de celle de l'action moléculaire , et ne 
puisse pas être déterminée, noua ferons voir néanmoins, dans la suite 
de cet ouvrage, que d'après cette variation rapide de densité , l'action 
du liquide sur le filet 00| ne difi%re pas sensiblement, soit qu'on le 
suppose cylindrique ou qu'il ne le soit pas. L'équation d'équilibre de 
00. est identiquement la même dans les deux cas, et ne peut plus 
servir qu'à déterminer la valeur de K,. 

Il n*est pas inutile de remarquer que la valeur de Y dont nous avons 
fait usage, se déduit de celle de U que l'on obtient, comme on l'a vu , 
beaucoup plus simplement. En effet, puisqu'on ne tient pas compte de 
la variation de densité du liquide, ces valeurs sont les mêmes que si 
00| était pris dans son intérieur, et que le liquide s'étendit indéfiniment 
au-delà de la surface AOB. Dans cette hypotiièse, désignons par F l'ac- 
tion du liquide terminé par le plan tangent COD sur le filet normal et 
extérieur 00, , par Fi l'action exercée en sens contraire sur ce filet par 
le liquide , également indéfini , que termine le plan C|0,D, , et par 
VArâi, comme précédemment, l'action du liquide compris entre ces 
deux plans, sur ce même filet 00| et Ara le inême sens que F,. Fai- 
sons abstraction de la pesanteur, ou, autrement dit, supposons 00. 

4 
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horizontal ; pour Tëquilibre de cette partie intérieure du liquide , il 

faudra qu'on ait 

F. 4- \ko, = F. 



D après re qu'on a vu précédemment (n** 8), et à cause de K, =Ky la 
valeur complète de F, sera 

F, = K«4-(« — H)*Ai- 

Si Ton appelle a», la section de 00| qui repond au point 0^ , il est 
évident que la valeur de F se déduira de celle de F^ ^ en y mettant 
ctf, et — k au Heu de câ et k, en sorte que Ton aura 

Je substitue ces deun valeurs dans Téquation précédente; il en résulte 

VA:a> =(H— . /K) A: («, + i») +K(». — ») ; 

et, à cause de â»,= «^(i +i^)f on aura 

V = aH — /K , 

eu négligeant /*K et 2H; quantités qui dépendent, d'après les for- 
roules (i) et (3), d'un même nombre de facteurs de grandeur insen- 
sible. Ce résultat servirait, au besoin, à confirmer l'analyse du nu- 
méro précédent, qui nous a conduit à la même valeur de V. 

(11). Nonseulement il faut avoir égard à la variation rapide de 
densité des liquides près de leurs surfaces, pour expliquer les phé- 
nomènes capillaires, sans laquelle ils n'auraient pas lieu, mais, quel- 
que peu compressible que l'on suppose un liquide, il faudra encore 
tenir compte, dans le calcul des pressions intérieures, des très pe- 
tites condensations qu'il éprouve en vertu de son poids et de la 
pression extérieure, et ausa des variations de chaleur dont ces con*r 
densations sont accompagnées , a température égale* 

Soit, en effet, M un point situé dans l'intérieur d'un liquide pe- 
sant. Par ce point, menons un plan qui divise le liquide en deux 
parties, que nous appellerons A et fi; élevons dans fi un cylindre 
C perpendiculaire à ce plan , dont la base comprenne le point M et 
soil représentée par tê ; prenons les dimensions de a», non pas in- 
finiment petites, mais seulement très petites par rapport au rayon 
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d'àctiyite des molécules : si nous appelons ù^ l'action exercée par A 
sur C suivant la direction de ce cylindre, le coefficient p sera la pres- 
sion normale de A sur B, rapportée k l'unilé de sarlace et relative 
au point M, ou ce qu'on appelle ordinairement la pression inté-- 
rieure, laquelle est la même en tous sens autour de chaque point 
d'un fluide quelconque en équilibre. 

Supposons que le plan mené par M soit horizontal , et que le 
cylindre vertical C s'élève jusque la surface Kbre du liquide, qui 
sera aussi plane et horizontale. Soit P le poids de C , et tic» la 
pression extérieure qui a lieu à son extrémité. Pour l'équilibre dé 

C , il faudra qu'on ait 

■ • 

p« = P -I- Oui ; 

et si le liiqnide est homc^ne , et que l'on désigne par f sa densité, par g 
la gravité , par z là hauteur de C , en sorte qu'on lait P = fgtm , il en 
résultera 

;> = rgz + n j 

ce qui montre que p variera avec la profondeur z de M et la gran- 
deur de n. Or, dans un liquide homogène, la force provenant des 
actions moléculaires que p représente ne peut varier qu'à raison de 
la condensation du liquide et de la quantité de chaleur de ses mo- 
lécules; quoique ces deux élémens soient très peu différens dans 
toute la hauteur du liquide et pour des valeurs très inégales de fi , 
si la température est supposée constante (^), il faudra donc néan- 
moins avoir égard à leurs variations dans le calcul de p. 
(i 2). Pour mieux connaître la nature de cette quantité p, /^oit ^ le 



<■ 



^) La tempét^ture d*an corps eft l'effet èe h quantité de chaleur qu'il eqniMkr 
nique ou qu'il anlèfe k un autre eorps, appdé thermomètre, jusqu'à ce que ceiûV 
ci ait oeMC de se dilater ou de ae contracter. Pour un même tkermoniHre et pour 
deux parties différentes d'un corps hooaogënei cette quantité de cnaleur dépendra 
de la chaleur prqipi*e de chacune des molécules et dn nombre de celles qui seront 
omtenues sous un Tolume donné. A ten^pérature égale, la choleor. propre des 
molécules Tariera donc aTccce nombre ou aTec le degré de condensation d'un corps 
homogène 9 et ne sera pas exactemement la même, par eiemple, dans toute la hau- 
teur d'un liquide soumis k H pesanteur. 

4" 
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volume d'une portion du liquide comprenant le point M , et dont les 
dimensions soient insensibles, mais qui renferme néanmoins un nombre 
immense de molécules. En représentant ce nombre par n, et faisant 

€ sera ce que j'ai appelé, dans différens Mémoires, llntèryalle moyen 
des molécules autour du point M. Le produit pm exprimant la 
somme des actions de toutes les molécules de A sur toutes celles 
de C, décomposées suivant la longueur de ce cylindre , il est évident 
que, toutes choses d'ailleurs égales, la valeurde p variera avec e. Si 
i était infiniment petit, la somme dont il s'agît s'obtiendrait par des 
intégrations, et la valeur de p serait donnée par une intégrale qua- 
druple, facilement réductible à une intégrale simple. Mais i ayant 
une valeur finie et déterminée, cette intégrale ne représentera qu'une 
partie de la valeur de p, et il y faudra ajouter une autre partie dé- 
pendante de la grandeur de c , pour avoir la valeur complète de p. 
Désignons par n^ et à l'intégrale et la correction qu'on y doit faire , 
en sorte qu'on ait exactement 

/» sa IV + A, 

Quoique € soit extrêmement petit et tout-à-(àit insensible , même i 
regard du rayon d'activité des molécules, cependant je dis qu'on 
ne pouiTa pas négliger A par rapport à 4F , et que le premier terme 
de la valeur de p ne suffirait pas pour satis&ire aux conditions du 
numéro précédent. 

En effet , soit r la distance d'un point m^ de A à un point m de C. 
Désignons par dv et di/ les élémens de volume qui répondent k ces 
deux points , et par frd^d^^ l'action mutuelle des quantités de ma- 
tière et de chaleur contenues dans ces deux élémens ; en sorte que 
fr soit la mesure de l'action moléculaire è la distance r et rappor- 
tée aux unités de volume. Nous regarderons cette force comme po- 
sitive ou comme négative, selon qu'elle sera répulsive ou atti^c- 
tive. En désignant par s et / les perpendiculairas abaissées de m 
et m! sur le plan qui termine A, la force frdudA^ appliquée au point 
m de C, perpendiculaire à ce plan et dirigée du dedans au dehoi^ 
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de A, ou tendante à augmenter s, aura pour expression 

i±Ifrdvds/. 

On en déduira la valeur de tmcà par des intégrations étendues à tous 
les ëlémens dv de C et dv^ de A ; mais va la petitesse supposée de 
û»^ rintégration relative à tous les points d'une section de C per- 
pendiculaire à sa longueur, «e réduira k remplacer dv par oùds dans 
la dififérentielle. De plus, celle qui répond à tous les points de A si- 
tués à une même distance u de Taxe de C , consistera à remplacer 
dsi^ par amidud/i et par la nature de la fionction fr^ on pourra 
ensuite étendre depuis zéro jusqu'à l'infini , les intégrales relatives 
à u^ Sf /; en supprimant le facteur €$, on aura donc 

^00 rvOB ^tO g A^ ^ 

«=?a^/ / y —2- — fr.ududsds'f 

m 

et en même temps 

Pour l'objet qtie nous nous proposons maintenant, nous pourrions 
conserver la valeur de « sous cette forme ; niais, dans len^ 2, nous 
avons réduit une semblable intégrale triple à une intégrale simple , 
de manière qu'on a 

Or , si Ton comprime le liquide , et que son volume soit diminué 
dans un rapport de i — - J^ à Tunité , le nombre des molécules conte- 
nues dans l'unité de volume augmentera dans le rapport inverse. A 
distance égale , l'attraction de molécule à molécule ne changera pas ; et 
s'il en était de même k l'égard de la répulsion calorifique , la quantité 
fr augmenterait dans le rapport de l'unité an carré de i — ^« Mais 
llntensité de la répulsion diminuant k raison de la perte de chaleur 
plus ou moins sensible qui accompagne la condensation du liquide , 
la valeur de fr croîtra dans un rapport encore moindre que celui 
de l'unité à (i -^ eT)*; par conséquent, la nouvelle valeur de ^ 
sera moindre que la précédente, divisée par (i — J^y* De là, il ré- 
sulte que si la quantité p se réduisait à son premier terme «t?* , il 
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serait impossible qu'elle Tariât dans le rapport de k pression exté- 
rieure près de la surface du Hquide , ef qu'elle augmentât danS' son 
Intérieur proportionnellement à la distance du point M à cette sur- 
face ; car, pour de très grands accroîssemens de pression , / est une 
fraction extrêmement petite dans les liquides t qu'on appelle , pour 
cette raison , fluides incompressibàss» 

Ainsi , pour remplir les conditions du numéro précédent , la somme 
que p repr&ênte ne peut pas être réduite à une intégrale , et il faut 
avoir égard aux deux termes « et À de sa valeur complète. Malgré 
la petitesse de e , le. second terme peut effectivement devenir compa- 
rable et même supérieur au premier, lorsque les deux forces attrac- 
tive et répulsive, dont J^ provient, sont l'une et Faiitre extrêmement 
grandes par rapport à leur différence. On peut vxnr sur ce point les 
développemens et les exemples que j*at donnés dans mon Mémoire 
sur les équations générales de l'équilibl^e et du mouvement des corps 
iK)lides élastiques et des fluides (^)« 

(i5). La quantité p est la pression sur un plan ; celle qui a lieu sur 
une surface courbe, suivant une direction perpendiculaire à son plan 
Langent , se composera de deux parties , l'une qu| sera la même que p, 
et l'autre qui dépendra de la courbure de la surface. L'une et l'autre 
seront des sommes relatives aux distances des molécules ; et si l'on re- 
présente la première par ZR, R étant une fonction de la distance r, 

la seconde sera de la formé r ZHï , en désignant par h une ligne dé- 
pendante des rajons de courbure^ et ce diviseur linéaire étant com- 
pensé, pour rkomogénétté des quantités, par le facteur r oootenm sous 
le signe Z. Or, la variable r ne recevant que des valeurs îiisens»- 
hles, afin que R ne s'évanouisse pas^ et la constante h ajant au 
contraire une grandeur donnée, le second temae serait, en géné^ 
i-al , insensible par rapport au premier ; et oelui-ci n'étant pas ex* 
trèmement grand, les phénomeues capillaires qui dépendent du 
terme relatif à la courbure seraient aussi insensibles. Mais cette nou- 
velle difficullé n'a plus lieu, si, oonime on l'a dit tout à l'heure, 
l'action moléculaire provient de deux forces contraires, dont cba- 



mm» 



(*) Journal de FÉcole Poljrtechnifue, 20' cahier, qui paraîtra incessamment. 
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cune est extrêmement grande, eu égurd à leur différence; circons- 
tance qui peut rendre k quantité t Zfil comparable et même supé- 
rieure à ZR. Toutefois , la somme 2R étant iiréductîUe , d'après 
cette circonstance màfoe , k une intégrale , il B*ân iiut pas conclure 
que la même chose aura également lieu pour la somme SrR. On 
se convaincra sans peine du contraire par des oMmpks auxquels on 
appliquera la formule d'Enter , relative è ce genre de réductions , 
et qui montreront que si la premièi'e somme est irréductible par la 
nature de k fonction R , et malgré la petitesse des différences de r, 
la seconde ne le sera pas en général* 

Pour rendre les calculs plus commodes et plus conformeis aux 
usages ordinaires , nous pourrons donc déterminer par dea intégrales 
définies les parties des pressions qui répondent amc courbures des 
surfaces , et généralement les sommes relatives à des fonctions qui 
contiendront un facteur de grandeur insensible^ de plus que h fonc-- 
tiou soumise à la sommation dans le calcul de la pnessien ntomale 
à une surfice plane; ce qui ne dispensera pas d'ayçir ^rd à la 
variation rafiide de la densité, quand il s'agira de la couche super- 
ficielle du liquide 9 ainsi qu'on en a fait voir plus haut k néceauté. 
Vu l'extrême petitesse de Fintervalle qu'on a désigné par i, et qu'on 
regarde comme insensible k Fé^rd même du rayon d'aotivité des 
molécules, la décomposition du volume en élémens infinimept petite 
et le changement des sommes en intégrales , d'après k formule citée 
d'Euler, ne pourront donner lieu k aucune erreur sensible. Quant k 
la somme d'où dépend la pression sur un pkn , et qui £Ht exoey^ion à 
k règle générale^ c'est^-dine qui n'est pas réductible à une intégcak^ 
il nous suffira d avoir expliqué comment elle peut varier, suÎTant un 
rapport quelconque, pour des variations très petites dans les inter- 
valles moléculaires^ provenant du degré de condensation du liquide. 
Nous n'aurons pas besoin d'en calculer à pnoH k valeur; elle dé*- 
pendra de la pression extérieure, de k pesanteur et des autres forcée» 
données qui agissent sur le liquide ; et son expressioa an fonction des 
coordonnées d'un point qoekonque , se déduira j comme de coutume, 
des équations de l'Hydrostatique. 

(i4). Jusqu'ici nous ne nous sommes point occupés de l'action du 
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tube sur le Kquide dnik kfinel il est plonge En cajcalant la partie de 
cette force qui est employée à soutenir le liquidç an-dessus de son 
niveau , Lajdace n'a point égard \ Tétat de ooifipréséibn de la couche 
sur laquelle elle s'eieroe« Now allons d'abord ?a)ipèler l'équation 
entre le poids du liquide sonWréet les actions du tube et du li- 
quide extérieur p qu'il obtient en regardant sa densité comme cons- 
tante; puis nous montrerons la nécessité de tenir oompte> de la ya- 
riation rapide qu'elle éprouve près des parois ,àa tobùp aussi bien 
qu'à la surfitf^e libre du liquide. 

Supposons que U sur£ice intérieure du tube sœt eylindrique et 
vertiode, et que son extrémité inférieufe ait une forme quelconque. 
La figure 5 représente une section verticale du tube et du liquide; 
la droite DE et les courbes EF et AOfi sont la génératrice de la 
surface cylindrique et les sections de la surface inférieure du tube 
et de la surface libre du liquide. Dans ce plan vertical^ et k une 
distance insensible de DE, soit OCK l'axe d'un filet fluide vertical 
d'une épaisseur infiniment petite et constante , et WCVf celui d'un 
semblable filet , dont la partie D'C appartient au tube , et la partie 
C^^ au liquide , en sorte que C est le point oà cette droite rencontre 
la surface inférieure du tube. A une distance sensible au-dessous de 
cette surface, menons un plan borisontal 6H qui coupe les deux 
filets en K et K^, et le prolongement de DE au point L« Par les points 
et C'y menons deux plans parallèles k GH. Soient (V et C leurs 
points de rencontre avec le second et avec le premier filet. Suppo- 
sons que (yjy et O'C' aient des longueurs sensibles, .ou , autrement 
dit, supposons que les extrémités du tube soient sensiblement au- 
dessus ou aurdessous de la surfiaoe AOB du liquide oûoMmu dans son 
intérieur- 
Dans l'hypothèse d'une densité constante et' de l'homogénéité du 
•liquide , et la matière du tube étant aussi homogène , les actions 
verticales de O'C sur OC et de CTL' sur CK seront nulles ; car il n'y 
aurait aucune raison pour qu'eUes fussent dirigées plul6t de bas en 
haut que de haut eu bas* Les longueurs de>D'0' et CK étant sensi- 
bles, il est aussi évident que l'action de^D'O' sur jQK est la même que 
celle de P'C sur CK. Ainsi l'acdon verticale du filet entier D'K' sur le 
filet OK se composera de celle de C^^ sur CO et de deux fois celle de 
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D'C sur CK; et la même chose aura lien pour tons les autres 
filets verticaux dans l^quels où pourra décomposer le tube et le 
liquide. 

Cela pose, appelons A le liquide contenu dans un cylindre ver'- 
tical qui a sa base sur le plan 6H et dont la génératrice est la droite 
DL tangente k la paroi du tube , et B le liquide situé autour de ce 
cylindre et au->dessous de GH. U suit de ce qui précède que les actions 
verticales du tube et de B sur A seront indépendantes de la surface 
inférieure du tube^ dont la section verticale est représentée par ECT, 
en sorte qu'on pourra remplacer cette sur&ce par un plan horizontal. 
Si Ton désigne .alors par R Faction de B sur la partie de A située 
au-dessus de ce plan, et par R' Faction du tube sur la partie de A 
située au-dessous de oe même plan, et si Fou suppose que la première 
force s'exerce dans le sens de la pesanteur , et la seconde dans le sens 
contraire, Faction totale du tube et de B pour soulever A aura pour 
valeur aK — R, d'après ce qu'on vient de démontrer. Désignons , 
en outre, par a Faire de la base de A, et par et la distance du plan 
6H de cette base , au niveau du liquide en dehors du tube ; le poids 
du liquide compris entre ces deux plans horizontaux sera ^al à 
fgfui; la pression exercée en sens contraire sm' a, ou Faction du 
liquide situé au-dessous de 6H sur A , sera équivalente à Ila-f- gf^^f 
en représentant toujours par II la pression atmosphérique rapportée 
k l'unité de surface^ De plus , cette dernière pression s'exercera 
aussi normalement et de dehors en dedans, en tous les points de 
la surface supérieure de A ; et la somine de ses composantes ver- 
ticales sera, comme on sait, égale k ïla, quelle que soit cette sur- 
face. Soit enfin gfaa 4* A le poids de A ; A étant une quantité 
inconnue, positive ou négative, qui exprimera le poids du liquide^ 
soulevé ou abaissé par Faction capillaire : en ayant égard k toutes 
ces forces verticales , et supprimant celles qui sont égales et con- 
traires, il fiiudra qu'on ait 

aR'-R = A, (7) 

pour l'équilibre de A. 

(i5). U restera maintenant k former les expressions de R et K\ Or, 
soit ds un élément infiniment petit du contour de a ; par 4es deux extré- 

5 
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mités de €& y meoom des plans perpendiculaires à sa direction qui se 
couperont smTant une yerlicale passant par le centre de courbure de 
ce contour ; partageons le segment de A compris entre ces deux plans, 
en filets infiniment minces par des plans verticaux parallties k ils ; 
et soit u la distance de Fun de ces filets au plan yertical passant 
par ds. On pourra exprimer sa base par (i — ku)dsduy en suppo- 
sant ce filet compris dans la ^here dactiyitë de B, ne^igeuit les 
puiasances de u supérieures à la première , et désignant par k un 
coeffident constant qui dépendra de la courbure du contour de a, au 
point qui répond i ^. La base d*un filet extérieur, appart^ant à B , 
qui répondra à un autre élément lir' de ce. contour, aéra en même 
temps ( î + 1^^)ds'ihi ; vl étant la distai^ce insensible de ce second 
filet i la surface de A , et i^ ce que devient k au point correspondant 
à ds^. De là, on conclura sans difficulté 

^^'t^flM^^'^ (i — *w) (i + Vii)diMduAidsd£ , 
en frisant 

désignant par fr la même fonction que précédemment (n* 2), 
pifr X la projeclioa de Tare éompris entre dsti d/ sur le prolonge- 
ment de ^ , et par x et x' des perpendiculaires, abaissées d'un point 
de A et d*un point de B sur le plan GH , de' manière que r soit la 
dislance d'un pmnt è Fautre. Au degré d approximation ou Ton s'est 
arrêté dans tout ce qui précède , on devra réduire à l'unité les fac- 
teuia 1 — ibi et I + Vwi. On pourra aussi, sans erreur sensible , 
prendre dsf^s^dx. On pourra ensuite étendre depuis aéro jusqu'à 
l'infini , les int^ralea r^ti¥es à 11, v'» s , s', et l'int^prale rela- 
tive à X y depuis x =: — - 00 jusqu'à x =s -f~ ao 9 ou seulement depuis 
X s= o jusqu'à x=: jd , en douUant le résultat. En fiûsant 

^'iJJJT^^-^dxdsldudtildx^^ 

et prenant les dnq intégrités depuis aéro jusqu'à llnfini, va aura donc 

Yi:=zfqds. 
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Cette dernière intégrale devra s'étendre à tous les points du contour 

de ai et comme q ne variera pas d'uBi poinftà un autre, il s'ensuit 

que n Ton appelle c k longueur entière de ce contour, W aura 

simplement 

R es cq^ 

Si l'on désigne par f V l'attraction mutuelle de la matière du tube 
et de celle du liquide , relative à la distance r et rapportée aux unités 
de masse, ou par f/^'r, cette attraction rappoi'tée aux unités de 
volume, / et / étant les densités des deux matières , et si l'on 
représente par ^ ce que q devient , quand on y met pp'f V au lieu 
de p*fr, on trouvera de même 

au moyen de quoi l'équation (7) deviendra 

A=(aî'-î)c. (8) 

(i6). Lintégrale quintuple que q représente se réduit facilement à 
une intégrale simple. En j mettant d'abord ix, z^x, ux, Ux, 
xdz y xdz\ xdu , xdUy au lieu de z, zf, u, u!, et de leurs premières 
différentielles , les limites zéro et l'infini ne seront pas dlumgées ; et 
si l'on observe ensuite qu'on aura 

il en résultera 

/>» 

9 = aXf*/ r*frdr, 
en faisant, pour abréger. 



JJJJ [i + (« + »'r + (« + 



L'intégration relative à l'une tte ces quatre variables, à zf par exemple, 
s'effectue mmédiatement ; et à cause des limitas i^sbo et / = oo , 
on a 

^ t rrr dxd uM 

S.. 
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Je fus 

ce qui donne 






et comme cette intégrale relative k^ est ëgale à ^ 9r, <)n en condat 

< ♦ 

~i6joJo [i +(« + »')*]*' 

ou^ ce qui est la même chose^ 
OU bien ^ enfin f 



En comparant cette yalenr de 9 à la formule (2), on Toit que 
gs=iH. La même réduction s'appliquera à l'expression de q' ; et 
de cette manière , l'équation (8) coïncidera avec celle qui est d^gnée 
par {p) dans la Mécanique céleste (*). 

(1 7). Pour faire voir maintenant l'inexactitude du coefiicient de c dans 
cette équation^ et la nécessité d'avoir égard à la variation de densité 
il l: liquide près de la paroi du tube , menons un plan horizontal 6H 
( iig. 6)^ à une distance sensible au-dessous de la surface AOB du liquide 
et au-dessus de l'extrémité EF du tube, qui coupe en L la génératrice 
D£ de sa paroi cylindrique. Supposons le point situé à une distance 
insensible de cette paroi, plus grande cependant que le rayon d'activité 
K\es points du tube suf ceux du liquide. Par le point 0, menons une 
verticale OKC qui rencontre au point K le plan GH , et que nous 
prendrons pour là génératrice d'une surface cylindrique parallèle à 
la paroi du tube, ou dont tous les points seront à une même dis- 
tance KL de cette paroi. Cette surfoice cylindrique et le plan GH 



» r t * 



(•) Suppli'mt'ni à la Théorie de tAcuon capillaire, pap<* 17 



DE L'ACTION CAPILLAIRE. 57 

partageront le liquide contenu dans le tube en quatre parties. Nous 
appellerons C et G les parties comprises entre cette surface et la paroi^ 
la première au*dessus et la seconde au-dessous du plan GH^ c'est- 
à-dire les parties qui répondent à OKLA et à CKLE, et nous dési- 
gnerons par D et D' les deux autres parties qui répondent respec- 
tivement à BOKH ei CKH, Soient Q, Q% P^ les actions verticales 
et dirigées dans le sens de la pesanteur , exercées par D, D', C'^ sur C. 
Comme on peut négliger, par i^pport à ces forces^ le poids de C et 
la pression atmosphérique qui a lieu à son extrémité supérieure, 
à cause que l'épaisseur KL de cette couche liquide est insensible » 
et que dailleurs l'action verticale du tube sur chacun des points 
de C est évidenmient nulle , il s'ensuit qu'on aura pour son équilibre 
l'équation 

Q+Q'+P = o. (9) 

Je déterminerai la force Q par la considération de l'équilibre de D, 
Soit b la base de D ; supposons son plan à une distance C au-dessous 
du niveau extérieur : la pression qui a lieu sur cette base en senis 
contraire de la pesanteur , et qui provient des actions réunies de C 
et D' , sera équivalente à ne + gfbS j la pression qui s'exercera 
sur la surface supérieure de D , décomposée dans le sens de la pesan- 
teur, sera égale à 116; le poids de D aura pour valeur gfbS-^à ; 
et l'on pourra regarder cette inconnue A comme étant la même que 
dans le n* 14» puisque la différence serait le poids d'une couche 
liquide d'une épaisseur insensible. La réaction -étant égale et contraire 
à l'action, il faudra représenter par — Q Faction verticale et dirigée 
dans le sens de la pesanteur, exercée par C sur D. En considérant ces 
différentes forces verticales,, supprimant celles qui se détruisent, et 
observant que, par hypothèse, Faction du tube ne s'étend pas 
jusqu'à D, nous aurons 

Q = A, 

pour Téquilibre de cette partie du liquide. 

La force Q' ne différera pais sensiblement dç la force R du n' 14 ; 
car elles seraient entre elles dans le rapport du contour c de la base a 
k celui de la base b , que l'oii peut piteqdre l'un pour l'autre. Ainsi 
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Ton aura 

Quant à la force P^ son expression différera de ceU^ de R en 
intégrale quintuple^ par le signe de li', et par les limites relatives à 
Il et tt' ^ c'est-JMlire qoe fon aura 

r»=j:*H-(« — «')• + ( «+j8/)%- 

les intégrales relatives kx^z^ /, étant tonjoor» zéro et l'infini ; mais 
celles qui répondent k utile ne s'étenda&t qœ^depuis aéro jnsqn'à l^ 
en désignant par / la longueur de KL. 

Soit 9>r une fonction qui devienne insensible pour toute valeur sen- 
sible de r; fusons 



nous aurons 



J O T 



f^ étant ce que dévient r k la iiniite z's o. En intégrant par par- 
tie ^ qn aura 

r, étant la valeur de / relative à u = /. A cause du beleur /, on peut 
supprimer le terme compris en-dehors du signe /*; on aura donc 

et par conséquent , 

Soit encore 
Si Ton substitue ces variables ^ et p à x et z, il faudra pi^ndre 
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dxdz zsLjrdfd^i 
les limiter qui répondent à jr=3o et i^iasso^ jr^=^^ et x = oo , seront 
j^^so et P = o, ^=soo et i^=:-ir; en effectuant Fintëgration 
relative à p . il en résultera donc 




l'* = 7- + 

Or, cette intégrale triple est la mèoMl que celle qui eatre dans l'ex- 
pression de y du n® 8 ; par l'analyse du n® 9 ^ on en conclura donc 



I /*^ 



en négligeant toujours le terme qui aurait le ûictenr /, et ayant égard 
à la valeur de q du n* i6* 

Ces valeurs de Q, Q', P^ réduisent Téquation (9) k 

à ss cq. 

Or, pour que cette valeur de A s'accofdit avec celle qui est donnée 
par l'équation (8), il faudi^it qu'on eût 9'= 9; ce qui exigerait que la 
matière du tube f&t la même que celle du liquide. Dans ce cas, en 
effet , le liquide n'éprouverait aucune compression près du tube , et 
les calculs précédons , fondés sur Thypotlièse d'une densité cons- 
tante, seraient applicables; mais, dans tout autre cas, il sera indis- 
pensable d'avoir égard a la variation rapide de densité du liquide 
dans l'étendue de là sphère d'activité du tube , puisqu'en en faisant 
abstraction, on est conduit à deux valeurs de A, qui ne sauraient 
être égales entre elles. 

On peut reman[uer que si V-équatiou Assscq avait véellement lieu, 
le poids soulevé ou abaissé par l'action capillaire ne dépendrait aucu- 
nement de la matière du tube. En ayant égard à la répulsion Calorifique, 
aussi bien qu'à l'attraction des molécules du liquide , et supposant , en 
conséquence, que 1» fonction ^r peut changer de signe dans l'étendue 
de ses valeurs sensibles, l'intégrale que q représente pourrait étrcf |)o- 
sîttve ou négative. Le poids A serait de même signe que q ou que 
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H^ à cause de çc= -'0, c^èst-à-dire qu'il y aurait aération du li- 
quide quand la quantité H serait positive, et abaissement quand elle 
serait négative. L'ordonnée h du centre dé la surface capillaire qui 
est déterminée par Féquation (6) devrait donc être de même signe 
que H; par conséquent , pour satisfaire à cette équation, il y fau- 
drait prendre le terme ambigu avec son signe supérieur ; d'où il 
résulterait que la surface capillaire serait toujours concave par en- 
haut, soit que le liquide s'élev&t on qu'il s'abaîss&t; ce qui est con- 
traire à l'observation. Mais toutes ces contradictions disparaissent 
lorsqu'on tient compte de la variation de densité du liquide dans 
l'épaisseur de G et C; ce qui rend la ferce P impliciiemenf dépen- 
dante de la matière du tube, et change aussi les yaleors des forces 
R et R'. 

(i8). Au lieu de déterminer la force Q d'après la condition 4*é- 
quilibre de D, on peut en obtenir la valeur par des intégrations 
directes, en continuant de négliger la variation de densité du li- 
quide près de sa surface supérieure. L'expression de Q en int^rale 
sextuple ne différera alors de cdUe de R du n^ i5 que par le signe 
de z' et par les limites relatives à z et z', de sorte qu'on aura 

Q = f^ffffff(pr*S=l dzd^dudiidxds, 

T^^x^^ifL^uy^i^z^zyy 

en conservant toutes les notations du numéro- cité , et intégrant par 
rapport è s et 2', depuis le plan GH jusqu'à la surface du liquide , 
ou bien 1 avec une approximation suffisante , jusqu'à son plan tan- 
gent. K l'on suppose que le plan de la figure, qui est déjà vertical , 
soit en outre perpendiculaire à la paroi cylindrique do tube, il est 
évident que le plan tangent en sera perpendiculaire à ce plan j 
car il n'y aurait aucune raison pour qu'à sltidinàt plut&t d'un cftté 
que de l'autre. Cela étant , les valeurs de 2 et V, qui répondent aux 
seconde^ limites des intégrales, seront indépendantes de ^, et de la 
forme 

en désignant par y l'ordonnée OK du point 0, et par 8 la tangente 
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de rindinaison du plan tangent en sur le plan horizontal passant 
par le même point. On prendra pour celte inclinaison l'angle K'ON 
compris entre le prolongement OK' de OK et la normale extérieure 
ON; angle que Ton regardera comme positif ou comme négatif, se- 
lon que ON tombera en-dehors ou en-dedans des deux parallèles KIL 
et DL. Il s'ensuit que si l'on désigne par cù l'angle NOM que fiEiit la 
normale ON avec la perpendiculaire OM abaissée du point sur la 
droite DE, et qui sera obtus ou aigu, selon que la courbe AOB tour- 
nera au point , sa concavité ou sa convexité par en haut, on aura 

8 ::= — cot 0». 

En appelant Z l'intégrale double relative à z et z', nous aurons 
donc 



Z 



= f^^'jr'^<Pr''^d2dz'. 



Soit 9>r la même fonction que dans le n^ 9 , de sorte qu'on ait 

il en résultera 

en supposant 

r'* 3= X* -f. (w H- u'Y + (7 — 6m' — z)% 
r/ == X* -H (w + «0* + ^, 

et observant qu'on peitt remplacer la limite z = / -|- 8m par l'inHni 
dans la seconde intégrale. Si nous faisons , dans la première , 

les limites relatives à ^ seront jr — 0m' et — 8 (m -{- u!). On rempla- 
cera la première limite par ^ =5 oo , à cause que ^ — 6m' a une valeur 
sensible pour toutes les valeurs insensibles de m', lesquelles sont les 
qui ne rendent pas r' sensible ; on aura donc 

i^«s= a- + (« + i// 4- Ç-, 

6 
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en employant la lettre C aa lien de Zp dans la seconde intégrale p ce 
qui change r. en r^^ et réduisant ensuite les deux intégrales a nne 
seolei etsironaset — (tt+i/)Çet--(«-f-i/)d2[ kla placede Ç et 
d^p aa ^n conclura 

Il sera permis maintenant d'étendre les int^p:tdes relatives à u 
et k 1^ depuis zéro jusqu'à l'infini ; celle qui répond k x aura pour 
limites db oo , on seulement ârs=oetâ;=ao,en doublant le résultat. 
Nous aurons donc 

S(Mt encore « comme dans le n* 9, 

il en résultera 
et par conséquent 

à cause que #^ r^ s'évanouit à la limite u'as oo . Si donc nous met- 
tons ocu et xdu au lieu de v et ^if ^ et si nous employons r au lieu 
de r^9 nous aurons 



Cette dernière équation donne 

__t. . rdr 

d'où l'on conclut 



J 
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/S. 



c'est-à-dire ^ 

en effectuant rintégration relative à u^ et ensuite celle qui répond a ^. 
D'après cette réduction de Tintégrale relative à Zpz\ u, i/, oc^ et 
<>n mettant pour ft sa valeur '— cot âi , l'expression de Q deviendra 

/flO 

En intégrant par partie , il vient 

d'où Ton conclut (n* 16) 

Q = — qfcMùcds. (10) 

Cette intégrale relative à ds devra attendre au contour entier de 
la base de D* Or , je dis qu'il y fendra considérer cos <» comme 
une ^piantité constaate» En effet, si l'on mène par les extrémités 
de ds deux plansi perpendiculaires à cet élément ^ — ,f cos ecds sera 
la partie de Q qui agira sur le segment de € compris entre cesi deux 
pfena;^ Faction verticale du surplus de C sur ce segment se compo- 
sera de forces qui se détruirout deux à deux ; on pourra négliger le 
poids de ce segment par rapport à la fwee — q cos (»ds, qui devra alors 
faire équilibre aux parties des foraes^Q" et P qui agissent sur ce 
même segment, lesquelles forces ne varient pas en passant du point K 
à un autre point du contour de D ; il faudra donc queco^a» ne varie 
pas non plus ; et oda tient k ce que les quantités dépendantes de 
la courbure du tube, qui changent d'un point à un autre quand la 
base n'est pas circulaire , disparaissent de Texpression des forces que 
nous considérons, ainsi qu'on Fa vu dans le n* i5, à r^[ard d'une 
autre force R de la même nature. En appel&nt donc c le contour 
entier de la base dé D ,. nous aurons enfin 

Qss—- cycos m, 

pour la valeur de Q qu'il s'agissait de calculer. 

6.- 
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(19). Cette force étant épie a A d'aptes le n* 17, 3 ^ndia qa*oii ait 

A s= — C} 00a ai. 

Eo Terln de l'équation (8), dans laqodle e est sensiblement le même 
que dans oelle-d , on anra donc anssi 

q — ^ =s ^ oos m. (i i) 

Laplaoe est panrenn à cette éqnation par la comparaison de deux 
méthodes différentes ; ce qui laissait à désirer nn moyen {Jus direct 
de l'obtenir; mais il ne faot pas oublier qne le premier membre est 
en erreur , parce qu'on a négligé la comp re ss ion du liquide près du 
tube, et le coefficient de cos a dans le second, parce qii'on n'a pas 
tenu compte de la yariation de la densité près de la surface libre. 
En s'arrètant à la formule (10) , cette expnaàoa de Q et l'équation 
Q 2= A du n"" 17, auront encore lieu, lors même que la partie D du 
liquide sera terminée par une surfiice cylindrique quelconque qui ne 
sera ni parallèle à la paroi du tube, ni k une distance insensible 
de cette paroi , pourvu qu'elle soit verticale. Quand la valeur de cos oà 
sera donnée en fonction de ^ , d'après la courbe d'intersection de cette 
»Haoe et de celle qui termine le liquide, l'équation (10) fera con- 
naître la valeur de Q , on du poids A du liquide soulevé ou abaissé par 
Faction capillaire et contenu dans D. Or , si la paroi cylindrique du 
lobe est à base circulaire , il est évident que la surface supérieure 
du liquide sera une sur&ce de révolution qui aura pour axe celui 
de la paroi. Si de plus D est terminé par une sur&oe cylindrique 
ayant le même axe et dont nous représenterons le rayon par x, 
rintersection de ces deux surfaces sera un cercle , et cos cê ne variera 
pas d'on point à un autre de cette courbe ; sa longueur étant arwx, 

on aura donc 

A = — 27Cxqcosù0 , (12) 

en vertu de la formule (lo). 

G>mme cette équation aura lieu pour un point quelconque de 
la courbe AOB, dont la distance à l'axe de révolution est jt , on en 
pourra déduire 1 équation de cette courbe , ou de la surface du li* 
qui de dont elle est b génératrice; et Ton y parvient, en effet, en la 
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différentiant par rapport à ocr. On a évidemment 

dL =;= XTTfgzxdx p 

en appelant z l'ordonnée dn point , rapportée an nivean dn liquide 
en-dehors du tube. La différentielle dro est Fangle de contingence 
de la courbe AOB au point ; si Ton appelle X son rayon de courbure 
au même points on aura donc 

dm =:^ ^dx^ + dz^; 
on aura , en outre ; 

sin €û S/da^ -|- dz^ z:^dx\ 

et en différentiant l'équation (i 2) et divisant par 27rxdx^ il en résultera 

Soit A^ le second rayon de courbure principal de la surface de révolu- 
tion an point ; sa valeur sera 

v= — ^î 

009 m' 

on aura donc 

ce qu' s'accorde avec l'équation (4) 9 à cause de 9 = - H , et peut 

servir de vérification à l'analyse du numéro précédent. 

(20) • Nous terminerons ce chapitre , en faisant remarquer que la 
compression de la couche liquide en contact avec le tube met aussi 
en défaut la proposition de Clairaut, suivant laquelle le liquide i^este 
horizontal dans un tube vertical, lorsqu'à distance égale. Faction de 
la matière du tube sur celle du liquide est double de Faction du 
liquide sur lui-même* 

En effet , supposons , pour un moment , que la surface supérieure 
du liquide soit horizontale; représentons-la ps^CÂF (fîg. 7), et par 
DAE celle du tube qui lui est perpendiculaire; soit M un point 
de la première surface , situé à une distance insensible MA de la 
seconde ; prenons MB s= MA ^ et tirons les verticales MM^ et BB'. 
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Dans le cm de llnoomprembilitë da liquide , les actions horizontales 
et contraires, exercées sur le point M[» psr les paities de ce liquide 
qui répondent k EAMM' et M^MIBB' , seront égales et se détruiront 
par conséquent. Les actions horisontales des parties du tube qui ré* 
pondent à CAD et CAE sur le point M sont égales entre elles ; et , 
par hypodièse^ chacune âe ces forces est égale à la moitié de Faction 
horisontale exercée sur ce même point par la partie du liquide qui 
répond à B'BF. Cette dernière force sera donc aussi détruite par les 
actions réunies des deux parties ddf tube ; donc toutes les forces hori- 
Eontales qui agissent à chaque point M de la surface du liquide , se dé- 
truisant réciproquement , Th^riaontaliié subsistera dans l'état d'équi- 
libre. Mais il est évident qu'il n'en sera plus de même, ti Ton a égard à 
la compression du Uquide près de la paroi du tube ; car alors les actions 
contraires des deux parties EÂMM' et M'MBB' ne seront jJus égales 
entre elles; ce qui. suffit pour que la démonstration précédente n'ait 
pas lieu. Ou voit d'ailleurs que l'action exercée sur un point donné j 
par une partie infiniment petite du liquide p variant avec le degré 
de compression, elle ne peut pas conserver un rapport constant, à 
égalité de distance et de volume^ «reci'action d'une partie du tnhe 
sur le mènae point, et que celle-ci ne saurait être moitié de );' 
première , ainsi qu'on l'a supposé. 
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CHAPITRE IL 

Equation de la surface capiUaireir 

(21). Nous entendons par cette dénominatioii , la surface libre 
d un liquide en équilibre dans un tube capillaire , ou plus générale- 
ment, la surface de séparation de deux liquides contenus dans ce 
tube. Avant de former Féquation d'une surface de cette nature, nous 
allons d'abord calculer les pressions qui ont lieu dans Tintérieur de 
chaque liquide et que nous aurons besoin de connaître. 

Soit M un point situé 2i une distance sensible de la suHace d'un 
liquide et des parois qui le contiennent; par ce point, faisons passer 
une surface quelconque, qui partage le liquide en deux portions 
que nous appellerons A et B; divisons cette surface en ëlémens 
infiniment petits , terminés par ses deux séries de lignes de cour- 
bure; par tous les points de ces lignes, élevons des normales qui 
formeront , comme on sait, des surfaces développables, par lesquelles 
A et B se trouveront décomposés en filets d'une épaisseur infini- 
ment petite, mais variable; appelons C le filet qui répond au point M, 
et dont la base sur la surface menée par ce point sera i^présentée 
par cû. La résultante des actions de tous les points de A sur tous 
ceux de C, divisée par 0^, sera, la pression qu^. a lieu sur B, rap- 
portée à l'unité de sur&ce et relative au point M. Si l'on a égard, 
d'après le n"" 1 1 , à l'itt^ale compression du liquide dans l'étendue de 
la sphère d'activité de M, et à la différence de matière dans le cas 
d'un liquide hétérogène , la résultante dont il s'agit ne sera pas pep» 
pendiculaire à la surface de B. Nous désignerons en général par N^ sa 
composante normale et dirigée de dehors en dedans de B, et par Tcû 
et T'cû ses com^posantes suivant deux droites rectangulait^, menées 
par le point M et comprises dans le plan tangent en ce point à la 
surface de B ; et nous allons déterminer les valeurs de N, T , T% par 
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des intégrations , sauf la partie de N qui ne dépend pas de la courbure 
de B , et que nous représenterons , comme il a été dit précédemment 
(n^ iS), par une inconnue p, de sorte qu'en appelant N' l'autre 
partie , ' ou ait 

pour la valeur complète de N. 

Il est à propos d'observer que, dans l'intérieur du liquide , l'action 
d'une partie A sur un filet cylindrique et normal compris dans la par- 
tie adjacente B, différerait, en grandeur et en direction, de la force 
que nous venons de définir ; et que si on la prenait pour la pres- 
sion sur B*, ce qtii paraîtrait plus simple, les pressions relatives à 
toute l'étendae de la surface de séparation de A et B ne représente- 
raient pas Faction totale de A sur B , parce qu'on ne peut pas décom- 
poser la masse entière de B en filets cylindriques perpendiculaires à 
cette surface. 

(22). Soit m un point de C, et m' un point de A, l'un et l'autre 
compris dans la sphère d'activifé de M. Désignons par ^ et / les per- 
pendiculaires abaissées de m et m! sur la surface de A , et par c/ l'élé- 
ment de cette surface qui répond au filet fluide dont m' fait partie. 
Soient aussi (t + fc/') â»' et (i — ks) t»les aires des sections de ce filet 
et de C, faites par les points mf et m, et parallèles i leurs bases 
cê'et cù; le coefiicient k dépendant de la courbure de A au point M, 
et étant le même pour les deux filets, en négligeant les quantité du 
second ordre, par rapport k leur distance mutuelle et aux variables 
s et s\ Les élémens de volume qui répondent aux points m et m! 

seront 

(i — ks)€^, (i +fo')«W, 

et leur action mutuelle pourra être représentée par le produit 

\(i^ks)(i + k/)e»CÈ'dsds'} 

y étant la mesure de l'action moléculaire rapportée aux unités de 
volume et relative k la distance Tiim', que nous représenterons par r^. 
Pour se former une idée précise de cette quantité V, il faut prendre 
autour des points m et m\ des volumes v et s/ dont les dimensions 
soient insensibles, eu égard même au rayon d'activité des molécules. 
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«t qui en comprennent néanmoins nn nombre extrêmement grand. 
L'action mntnelle de ces deux parties du liquide , provenant de la 
matière et de la chaleur qu'elles renferment , aura pour expression 
V(V, en sorte que Y sera le rapport de cette force au produit des 
deux Tolnmes. Cela étant, Y dépendra de la liistance r^^ de la na^ 
tnre des molécules contenues dans 9 et p', de leur quantité de cha^ 
leur propre et de leur nombre ; ce sera donc une fonction de r^ in- 
sensible pour toute valeur sensible de /, mais qui renfermera en 
outre les coordonnées de m et ni. 

D'après cda^ représentons par or, j^i z, lés trois cpordonnées rec- 
tangulaires de M, et supposons les axes des x ^ j parallèles au 
plan tangent à B, mené par le point M^ et Taxe des z parallèle è 
la normale au même point. Les coordonnées de m seront x , Xf 
z -f- ^ » relativement aux mêmes axes ; celles de m' pourront être 
représentées par ^-f^ar', y 4-7^j » + «^ ; on aura 

et ensuite 

Cette force V devant dépendre de la même manière ^ de la nature du 
liquide autour de chacun des deux points m et m\ il faudra que la 
fonction /soit sjrmétriqoe par rapport à or et x -f- ar', à ^ et j^+j', 
«z*f-^^^*f*^«De pluB^ U natui^ du liquide , sa quantité de 
chaleur et sa condensation intérieure ne variant que par degrés in* 
sensibles, on potam développer cette fonction en série très conver- 
gente, suivant les puissances et les produits des variables s^ x\y^ iy 
qu'elle contient en-dehors de r^, et qui ne peuvent être que de très 
petites quantités. A cause de la symétrie de J\ on aura 

pour j/sso, j^sso, s^sso, jsso, et en ne fidsant pas varier /. 
Si donc on désigne par R' une fonction de /, x , j' , 2 , et qu'on 
néglige les termes du second ordre par rapport à xf^ x\ z\ s , on 
aura 

* a ax ' 9 qir ' a a» 

7 
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Représentons par u la perpendiculaire mbaisaee de cê' sur la normale 
en M à la surface de A ^ et par l'angle que fait le plan de ces deux 
droites avec un plan fixe^ passant par la seconde. La projection de 
û^^sur le plan tangent en M pourra s'exprimer par ududhi et cette 
projection, au degré d'approximation où nous nous arrêtons, pou- 
irant être prise pour laive de eu', nous aurons 

Ci) s=s udud^. 

Soient enfin «t, f , ^, les cosinus des angles que fait la droite m!m, 
prolongée au-»delà dé m, avec des parallèles aux axes des x, y^ z, 
menées par ce point. Si l'on suppose les axes des x et des j- parallèles 
aux directions des forces tangentielles T et T', et que Ton regarde la 
force V comme positive ou comme négative , selon qu'elle sera répul* 
sive ou attractive, on aura 

Tz=zff/pf[i^k(s'^s)]Ci4dudsd/d&A (i) 
îi ^/f/pr[i + kls'^s)]yududsds'dd, ) 

en négligeant le produit ss\ Les limites de l'intégrale relative à 
l'angle 9 seront zéro et ^^r ; on pourra étendre lés autres int^rales 
depuis zéro jusqu'à l'infini, parce que toute valeur seoaible de l'une 
des trois variable u, s, s', rendra r^ sensible, et, par conséquent , 
V insensible. Les valeurs de et, €, y, qu'on emploiera dans ces for- 
mules seront 

(23). Pour effectuer, autant qu'il sera posi^le, les intégrations 
indiquées, appelons Ç la perpendiculaire abaissée de têf ftur le plan 
tangent en M, et considérons cette quantité comme positive on comme 
négative , selon que la partie A du liquide sera concave ou convexe 
au point M. Soient y\ et n' les coordonnées du pied de cette per- 
pendiculaire , rapportées à des axes menés par le point M parallè- 
lement à ceux des x et des jr. En négligeant les ternies du troisième 
ordre par rapport ki/\ eX yf, nous aurons 
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Qf 0^9 Q^'f étSLUt des coeffici^ns indépeiDclaiis de ces denx variables* 
Au méine degré d'approximation j et d*apres la manière dont nous 
déterminons le signe de Ç^âoii»^ aurons aussi 

On a d'ailleurs 

nssiicos^. n'csMsinfi. 

en comptant Tangle 8 à partir de Taxe des n* Si Ton fait, pour 
abréger, 

et si l'on observé que 






on en conclura 



/=rH.(,'~,)?, K=:K + (/^s)l§ 



f 



en appelant R ce que devient R', quand on y met r au lieu de f^. 
On a enfin 



Q + Q' = i(l + i,), 



A et A' étant les rayons de courbure principaux de la surfaice de A, 
dont chacun devra être regardé comme positif ou comme négatif, 
seloB que la ligne de courbure à laquelle il appartient tournera sa 
concavité ou sa eoov^té en - dehors de A : il est évident , en 
eff^t^ que cela eésolte du signe de Ç que stq>posent les expressions 
de x', y, z^* 

Gela ytméf je sdMitve ces différentes valeun et celle de Y dans 
les équations (i) ; j'effectue les intégrations Mlatives à l'angle » 
puis je supprime la partie de N indépendante de la courbure de 
B, afin de réduire N à N', ainsi qu'il a élé dit plus haut; il 
vient 



•• 
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en négligeant toujours les quantités du troisième ordre, par rapport 
au, s, /.La valeur de N' devrait renfermer d'autres termes du 
deuxième ordre , que Ton n'a cependant point écrit, parce qu'ik 
contenaient le facteur s^ — s^^ sous les signes f, et que, pour cette 
raison , les intégrations relatives à ,r et / les fement disparaître. 
Si nous* faisons , pour abréger , 

et que nous transportions en-dehors des signes /V les différentia* 
tions relatives k x et f dans les valeurs de T et T', elles devien<- 
dront simplement 

En ajoutant Finconnue p à k valeur de N', pour fbrmeF celle de 
N , on aura en même temps 

Dans les usages qu'on fera de ces formules^ on ne devra pas perdre 
de vue qu'elles exigent que la surface de B ne présente ni pointe ni 
arête vive près du point M , afin que la valeur de Ç , es fonction 
de fi et Tiff puisse se développer en série convergente , suivant les 
puissances et les produits de n et )t^, et qu'il soit permis de réduire 
celte série ^ comme nous l'avons £siit, k ses termes du second ordre. Si 
cette condition n'était pas remplie, notre analyse serait en dé&ut , et 
ces expressions de T, T', N, n'auraient plus lieu. 

(34)* Afin de réduire q k une intégrale simfde , j'y mets d'abord 
us, us'f udsp ud/, k la plarâ de s, /, ds, ds'} il «n 

r* =3 II» [1 H- (j 4- y)']. 



DE L'ACTION CAPILLAIRE. 55 

Cette seconde équation donne 

on a donc 
c'est-à-dire 

en effectuant ftoooettiyeiiieDt les intégrations relatives ksets' par les 
règlea (Mrdinaires , ou hien en mettant d'abord s/ et sds^ à la place de 
y et ds^f puis intégrant par rapport à /, et ensuite par rapport 
k s. 

Dans les liquides hétérogènes, cette quantité q variera d'un point 
à un autre, et devra dtre donnée en fonction des coordonnées du 
point auquel elle répond ; dans un liquide homogène et à très peu 
près incomjR^ssible, on pourra la considérer comme constante, ainsi 
que la densité. 

{25). Si la partie Â du liquide enveloppe B de toutes parts, il fau- 
dra que les pressions résultantes de l'action de A sur toute l'étendue 
de B &ssent équilibre au poids de B et aux autres forces données qui 
agissent sur sa masse. Or, dans le Mémoire déjà cité (n* 12), j'ai dé«- 
montré que les forces tangentielles T et T' et la partie M' de la force 
normale , appliquées à tous les points de la surface quelconque de B , 
se détruisent d'elles-mêmes; et en prenant pour B une sphère d'un 
très petit rayon, j'ai aussi fait voir comment la considération de 
l'équilibre des forces données et de la pression normale et inconnue p^ 
conduit aux équations connues de l'Hydrostatique» Ces équations dé- 
terminent, comme on sait, la valeur de p relative k un point quel- 
conque de l'intérieur du liquide, en fonction de ses coordonnées x , 
/, z, d'après les forces données qui agissent en ce point. Si ces forces 
se réduisent à la pesanteur, et qu'il s'agisse d'un liquide homogène , 
lexpression de p est simplement 

en prenant les z positives, verticales et en sens contraire de la pesan- 



te*. 
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teur, désignant pir p la densité du liquide y fotnf^ la «pesMitear^ et paur 
c une ooDstante arbitraire» 

Suj^KMons qu'on ait -j^fkmgé dans ç^ fiqufde un tube quelconque, 
et qu'ensuite Ott ait versé au-dessus de ce liquide , dans Tintérieur 
du tube , un aiitre' liquide homogène , dont nous représenterons la 
densité par p^ La valeur de p aura lieu pour m point quelconque 
M du premier liquide situé en-dehors ou en-dedans du tube, mais 
un tant soit peu éloigné de ses parois et de la surface de séparation 
des deux liquides. En désignant par/?' et 2^ ce que deviennent p et z 
relativement à \im |N»nt M' du second liquide ,mtué k une distance 
seiïsible de ses deux sur&ces supérieure et infôrieure^ et des parois 
du tube, on aum 

/=c^— p'g«'; 

(/ étant une constante arbitraire différente de e. 

Pour détenninw c, plaçons le p(Mnt M en-dehors du tube, à une 
distance insensible de Ut surface du liquide, qui surpasse néanmoins 
le rayon d'activité moléculaire , afin que l'expression de p soit ap- 
plicable. Suppotoos en outre le point M assez éloigné du tube pour 
qu'en cette partie^ la suç£aice libre du liquide soit sensiblement {danc 
et horizontale. Par le point M, menons un plan horizontal ; pai 
ce plan, élevons un cylindre vertical, qui sera terminé par la 
sur&ce hmizontale du Ûquide , que nous appellerons C , «t dont la 
base , comprenant le point M , sera représentée par m. Le produit 
pcà exprimera l'action du liquide inférieur sur C, laquelle force 
sera verticale et dirigée de bas en haut ; et en même temps , C sera 
poussé en «eus contraire par une force IIa^ , en désignant par II la 
presrion atmosphérique rapportée à Tunité de surface. De plus, 
quelle que soit la variation de la densité suivant l'épaisseur de la 
couiàie superficielle dont C fiiit partie ^ l'action de cette coudie eur C 
consntera mi des forces qui seront deux à deux égalas et contraires, 
et se réduira coaséquemment à ^ro. Si doac on oblige le poids 
de C ccmune insensible, il faudra, pour féquilibre de cette petite 
partie dta liquide, que les forces contraires pcà et IIa^ soient égÊÏes , 
ou qu'on ait /»s=n. D'un autre côté, si nous prenons le niveau 
du liquide ennlefaofs du tube , pour le plan des x et j^, nous aurons 
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s e=: o et p =: c pour la position du point M qu'on vient de $ap^ 
poser; nous aurons donc c==n, et par conséquent 

psssTl — pgz, 

m 

pour tous les points intérieurs du premier liquide compris en*<[ehors 
pu en»dedans du tube. 

La variable z sera positive pour les points situa au-dessus du ni- 
veau de ce liquide^ et négative pour les points situés au-^essous« 
Nous supposerons que la pression atmosphérique a aussi lieu, dans 
ri Intérieur du tube, sur la sur&ce du second liquide, et nous compte- 
rons les ordonnées z' à partir du même plan horizontal et dans le 
même sens que les ordonnées z; mais noua ne pojirrons pas encore 
c etermmer la constante c' que renferme rexpression de p', et dont la 
aleur dépendra de cette pression et du poids du liquide supérieur. 
^26;. Près de la surlace de séparation de deux liquides superposés, 
la condensation varie très rapidement , en sorte que la densité de 
haque liquide peut être très différente k la surface même et à une 
profondeur insensible. La loi de cette variation est inconnue , comme 
celle de l'action moléculaire , de laquelle elle dépend j mais cela n'em- 
pêche pas qu'on ne puisse former ks équations d'équilibre relatives à 
la couche d'une épaisseur insensible, appartenant , en partie, à chacun 
des deux liquides, et qu'on n'en déduise l'équation de leur surface de 
séparation, dont la détermination est l'objet principal de ce chapitre. 
Pour cela , transportais le point M très près de la surface de 
contact AOB ( fig, 8) des deux liquides contenus dans le tube que 
.pOtts considérons. Du point M , abaissons sur cette surface une per- 
pendiculaire qui la rencontre en un point , et se prolonge jusqu'au 
point M' du second fluide, aussi très rapproché de AOR Divisons 
cette surfa<::e en élémens infiniment petits, terminés par ses deux 
séries de lignes de courbure ; par tous leurs points , élevons des 
normales qui formeront des surfaces dévdloppables, par lesquelles 
les deux liquides superposés se trouveront décomposés en filets d'une 
épaisseur infîninent petite et variable. Par les points M et RT, tra- 
çons deux surfiices CMD et CMl)', qui coupent aussi à angles droits 
toutes les normales à la siirface AOB. Appelons A le liquide terminé 
par CMD , A' celui qui a pour limite CMD', B la couche liquide 
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comprise entre ces deux surfaces, C le filet MOM' de B , oi et 1/ les 
bases ou les sections normales de ce filet qnî répondent aox points 
M et if. Qnoiqne les distances MO et M'O de ces deux points à la 
snrfaoe AOB soient insensibles , on pourra cependant les supposer 
assez grandes pour que les actions de A et A' sur € ne s'étendent 
pas jusqu'aux points où les condensations des deux liquides Tarient 
très rapidement; c'est-à-dire qu'on pourra considérer M et M' comme 
des points intérieurs de ces deux liquides , et déterminer , en consé- 
quence, les actions totales de A et A' sur C par les fonnules du n* ^5» 
Alors , les composantes de l'action de A seront 

la première étant nomale et dirigée de M vers M', et les deux autres 
tangentes à la surface CMD. En désignant par ^ ce que devient la 
quantité q relativement au liquide supérieur, et observant que les 
courbures de A et A' sont sensiblement ^ales , mais tournées en 
sens contraires , on aura 

pour les composantes de l'action de A' sur C ; la première dirigée de 
M' vers M, ou en sens contraire de la force normale précédente, et 
les dernières parallèles aux deux autres fi>rces. Les coordonnées x 
et jr sont parallèles au plan tangent en M à la sur&oe CBfD, et par 
conséquent les mêmes pour les deux points M et AT; les quantités p 
et p' sont déterminées par le numéro précédent. Nous représenterons, 
en outre, par Fâ», Q«, Q'ûi, les composantes de l'action exercée par 
la couche B sur le filet C qui en fait partie ; la première de ces forces 
étant normale et dirigée de M vers M', et les deux dernières parallèles 
aux axes des x et des jr, comme les autres forces taugentiêlles. 

On pourra négliger le poids de C par rapport à ces différentes 
forces 9 à cause que sa longueur BIM' est insensible , et regarder , pai* 
la même raison, le rapport de fi/ à û» comme égal à l'unité. Cela 
posé, pour l'équilibre de C, il fluidra que la sonmie des forces précé- 
dentes soit nulle, suivant chaque direction, ce qui donne les trois 



DE FACTION CARLIÂmE. 5? 

équations : 

Q'^.lC^^p, ^ (5) 

P+z^^p' + Cf + fOd+y)»©. J 

U ne restera donc plus qu'à dëtormiiier les valeurs de T, Q^ Q', par 
un calcul analogue k cdui des n~ 22 et 2S , que nous allons exposer 
3U0cinctettient« 

(27). Soit m un point de G, et m, un poibt de B. Désignons par 
s et ^1 les perpendiculaires Mm et Mi^i , a^issëes de ces deux points 
sur la surface CMD. Ces deux droites tombant d'un même c6të de 
cette sur&ce , tandis que dans les numéros citétf les perpeiidieulaires 
s et s', dmssées des peiuta ^ et n^, tomlMdent de deux côtés dîf- 
ferens y il £iudra d'abord changer is' ta ^^ s^ dans les formules de 
ces numéros. De plus, a Fou décompose B en couches infiniment 
minces , qui coupent à angle droit les normales k la sur&ce AOB , 
la condensation du liquide yariera par degrés ilisensibles, dans toute 
l'étendue de chacune de ces couches ; mais , d'une couche k une 
autre, elle yariera très rapidement, comme il a été dit plus haut. 
D s'ensuit que, relativement aux perpendiculaires s et s,, la' fonc* 
tion qui exprime la loi de l'action moléculaire variera auasi très 
rapidement, et ne pourra j^lus se réduire en série Convergente or- 
donnée suivant lemrs puissances et leurs produits. Toutefois , cette 
foncdon sera tioujouis symétrique par rapport à iT et i. ; les inté- 
grales relatives à ces deux variables auront les mêmes limites zéro 
et /, en désignant par l Fépaisseur MM' de B; par conséquent, cette 
double intégration fera disparaître les termes qui auront pour fac- 
teur la difféi^nce s-^ s^$ et cela étant, au lieu des formules {2) , 
on trouvera sans difficulté celles-ci : 



%' <r=^. f-î-G+J). 



en ûtiflant, pour abréger, 



« 



58 NOUVELLE . TMÈOKIK 

et (lésfgnant par R, une fonction de r, s, Si, qui deviendra insensible 
pour tonte valeur sensible de r. 

Cette fonctiori R, variera aussi très rapidement avec s et avec ^, , et 
de la même manière par rapport à chacune de ces deux variables; elle 
ch'-'-'^tH de forme dans l'étendue dès intégrations relatives ksetk s^, 
selon qu'elle'proviendra de Faction du premier ou du second liquide sur 
lui-même y ou des molécules de l'un sur celles de Tautre. Ainsi, elle 
sera une certaine fonction S pour les valeurs de s et s^ , toutes deux 
moindres que MO ; une ^utre fonction S/ pour les valeurs de s ets, , 
toutes deux plus grandes que MO; et une troisième fonction S. , quand 
Tune des deun variables s etSi sera plus grande et l'autre plus petite 
que MO. Mais ces trois fonctions S, S', S, ^ nous étant inconnues , il 
faudra considérer ç, comme une quantité dépendante de la nature des 
deux liquides, dont la valeur ne pourrait être donnée que par Yex^ 
périence. 

(38). L'épaisseur de B, quoique insensible, pouvant être néan-* 
moins plus ou moiK grande', on pourrait croire que l'intégrale re- 
présentée par fi change de valeur avec /, et, par suite, que les équa- 
tions (5) dépendent de eette quantité arbitraire, ce qui serait absurde^ 
Mais il est facile de prouver que les variations dont la grandeur de Z esl 
susceptible n'influent pas sensiblement sur la valeur de 9,. 

En effet, soit M'' un point de A' situé sur le prolongement de MM', 
et tel que M'M'' soit itisensiblev mais plus grand que le rayon> d'acti* 
vite moléculaire. Désignons M'M'' et MM" par 1 et 2^, en sorte qu'on 
ait Z' as /-f.<; à cause de la symétrie de R, par rapport à ^ et ^, ^ 
nous aurons 

^ il il '^•-T- 

Si nous faisons 
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H en resmtera 

r*3= M* 4- (ar + xy ; 

et d'après tfette valeur de i* et rbjf^odîèse du n® a6 , sur la grandeur 
de MM' ou l, les intégrales relatives sl x et œ^ ne comprendront pas 
les valeurs de R. qui varient très rapidement. On y pourra donc 
considérer la fbBCtioQ.R« 0Dtnme indépendante de x et de or, en^e- 
faors de r ; on pourra aussi létendre ces intégrales depuis ^ = o 
et'x, = o jusqu'à xsss oo et ^|C= op : cela étant , oq aura 

et ^ par le calcul du n* 114 1 oa réduira cette intégrale triple à une in- 
tégrale simple ; d'où il résultera 

Soit encore 
nous aurons 

et, dans ces intégrations^ nous pourrons considérer R, coiakîu. atk- 
fonction indépendante de^ et y^ en-dehors de r. Alors, en désignant 
par R. une autre fonction de r, qui devienne aussi nulle pour toute 
valeur sensible de r^ et supposant qu'on ait 

R. — — -557, 

il s'enraivra 

8 . 
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et n Ton intigre par partie, d'abord par rapport à ii » et ensuite par 
ra}^rt à ^, on en conclura 

On aura donc 

équation que Ton transformera, par l'analyse du n* 9, en celle-ci : 

Cela posé, an moyen des éqpations (4)> (5) et (6), nous aurons 
finalement 

la quantité r contenue dans les intégrales triples étant donnée par 
l'équation 

comme dans l'expression de q^. Or, on voit par là que le changement 
de / en r ne fait varier l'intégrale représentée par q^ que d'une quan- 
tité insensible, ayant pour facteur c, et de l'oi^re de celles que nous 
ayons négligées dans les équations (3) ; ce qu'il s'agissait de vé-- 
rifier. * 

(29). Je substitue dans les deux premières équations (3), les valeurs 
trouvées pour Q et Q'; il vient 

dx * djr ^ 

ce qui montre que dans l'état d'équilibre de deux liquides superposés, 
la quantité Ç + î'+Ji est constante dans toute l'étendue de leur 
surface de contact. Nous ferons 
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et nous regarderons G comme une quantité dépendante de la ma-« 
tière et de la température de l'un et l'^^utre liq[uide ^ dont le signe 
et la yaleur numérique seront donnés dans chaque cas parti- 
culier. 

Si l'on applique les valeurs de p e% p' du n^ a5 aux points M 
et M' de la figure 8^ on y pouvra faire z's= jz^ et considérer z comme 
l'ordonnée verticale du point quelconque de là surface de sépa- 
ration des deux liquides. Siib^tufint ensuite ces valeurs et celle de 
P dans la troisième écpiatipn (5)j^ on aura 

n-c^-(P-p')««-t-;6G + ?)'=o» C7) 

pour FéquAtion eommuoe à tous les points de cette surface qui ne 
sont pas compris dans la sphère d'activité du tube. On se souviendra 
que le plan ded a; et j^ est celui d^. niveau du liquide inférieur en-de- 
hors du tuke f que Faxe des z positives est dirigé en sens contraire de 
la pesanteur , et que chacun des rayons de courbure A et K' est re- 
gardé comme positif ou comme négatif, selon qu'au point la 
ligne de courbure i laquelle il appartient tourne sa concavité ou sa 
convexité en -«dehors du liquide inférieur, ou, ce qui revient au 
même , en-<tedans du liquide supérieur^ 

D'après la théorie connue dc^ la courbure des surfaces , on aura 
alors 



T + 7 = -^ ^-^— ^ ■ 3 ^ =^^-^ ; (8) 



et pour déterminer le signe du dénominateur, qui est ambigu , on 
concevra, par le point dont les coordonnées sont x^jr^ z, une nor- 
male en - dehors du liquide inférieur et une verticale en sens con- 
traire de la pesanteur : le dénominateur devra être positif ou né- 
gatif, selon que ces deux droites feront un angle aigu ou obtus. En 
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substituant cette valeur de c: -f> v dans rëqnation précédente, on aura 

rëquation de la sur&ce de séparation des deux liquides ^ dans la- 
<)aèlleîl rësieni encxmf li détenbkie^ la constante cf. 

(Soj. La sur&ce libre du li<][iude supérieur, qui le sépare dn fluide 
atmospliériqûe y est évidemment ^ à Fégard de ces deux fluides, ce 
qu'était la surface que nous yenona de considérer, relativement i^ux 
deux liquides contenus dans le tube. De plus, en passant de ceux-ci 
aux deux autres, les pressions p et p' se changeront respectivement 
en p' et n. Si donc on désigne par H ce que G devient par rap- 
port au liquide supérieur et au fluide atmosphérique , par fi et uf 
les rayons de courbure principaux en un point quelconque de leur 
surface de séparation , par sf TQrdonnée verticale de ce même point, 
et par J^ la deàdrte de Tair, il suffira de remplacer G, X, X% n, c^ 
p, p', z, dans Féquation (7) , par H, ft , /w', c', FI, p', J^, /, pour avoir 
Téquation de la surface libre du liquide supérieur. Cette équation 
sera donc 

c'-n-(p'-cr)ffz'+iH(l + ^)=o; (9) 

et la valeur de - + -7 se déduira de celle de - -f- ^ , en y changeant 
zenz*. ' 

Le volume terminé parles surfaces qui repondent aux équations (7} 
et (9), et par la surface intérieure du tube , sera une certaine fonction 
de la constante c' qui entre dans ces deux équations. En éc;alant cette 
fonction, dans chaque exemple, au volume du liquide supérieur, 
dont la valeur numérique sera donnée , on obtiendra l'équation qui 
servira à déterminer la valeur de c\ 

Dans le cas particulier où les deux liquides que le tube renferme 
seront de la même matièi^e et n'en formeront plus qu'un seul, on 
aura p'=sp, q':szq} il n'y aura plus de rariation rapide de densité 
près de leur surface de séparation , et la quantité R| , qui entre dans 
l'expression de q^ , pourra être remplacée par la quantité R , d'où dé- 

^ud la valeur de 9 : en mettant /, s, ^g, au lieu de <, /, /*,, dans 
I équation (6), on en conclura 
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ou sensiblexnent 9, :=: — 2q^ d'après les expressions 4e 9 et de q^ , des 
n?* 24 et 2j. On aura donc = 0. De plus^ la valeur de p du n^ 25 
devant alois convenir à tous les points des deux liquides, et coïnci- 
der j par conséquent, avec celle de p% il faudra qu'on ait 0'= c = n. 
Au nnoyen dfe ces valeurs de p', G et &, l'équation (7) s'évanouit j ce 
qui devait effectivement arriver, puisque, dans ce cas, il n'y a plus 
de condition particulière d'équilibre à la surface de séparation des 
deux liquides, qui Isont les deux parties d'un même fluide. En même 
temps, l'équation (9) devient 

(p-J^)gz=slH(iH.i,), (ro) 

en employant la lettre z, au lieu de z^. Ce sera l'équation de la sur- 
face libre du liquide unique contenu dans le tube. 

On parvient au même résultat en faisant p's=s cT, c'sssll, G s H, 
dans réquation (7) ; ce qui revient à supprimer le liquide supérieur, 
et à supposer que l'atmosphère presse directement sur le fluide in- 
férieur. Si Ton supprime, au contraire, le liquide inférieur^ et qu'on 
le remplace par le fluide atmosphérique , il faudra faire f =: J" et 
G =s H dans l'équation (7)4 on aura alors 

n-.c'-f-(f'-«r)gz~.iH(i-f.l) = o, (11) 

où l'on a changé le signe du dernier terme, afin que chacun des 
rayons A et A' soit positif ou négatif, selon que la ligne de cour- 
bure à laquelle il appartient touniera sa concavité ou sa convexité 

en-dehors du liquide qui subsiste , et que la valeur de * -f- i; soit 

donnée par la formule (8) , eu suivant , pour le signe de son déno- 
minateur, la règle du numéro précédent. 

Les équations (9) et (11) seront celles des surfaces supérieure et 
inférieure d'u^ liquide pesant, pressé de part et d'autre par l'atmos» 
phère, et suspendu en équilibre dans un tube de forme quelconque, 
fia constante c' se déterminera , comme on l'a dit tout è l'heure , 
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d'après le voluiDe da liquide ; le plan des or et ^ ne sera plus dé- 
terminé, et Ton ponrra le choisir arbitrairement , pourvii qu'il soit 
toujours horizontal. Toutefois, si la surface supérieure est un plan 
horizontal indéfiniment prolongé, le volume du liquide né sera plus 
donné ; mais, en prenant ce plan pour celui des x ^t jr^ on aura 
alors c^.ss c = It (n*" 25). Ce cas aura lieu lorsque le tube , au lieu 
d'être immei^é par sa partie inférieure, sera aiiapfé, par son autre 
extrémité, au bas d*un rase d'une tris grande largeur, où le li- 
quide s'élève à une hauteur quelconque. En mettant p au lieu de 
p\ l'équation de la surface inférieure du liquide contenu dans ce 
tube sera donc 

g(r-/).=.iH(i + ^), 

et l'on voit qu'elle aura la même forme que l'équation (lo), qui ap- 
pitrtiéïit à la sur&ce supérieure du liquide dans le Cas de Timmersion 
du tube. 

(Si^. Quoique la considération de l'équilibre du filet fluide d'épais^ 
seur variable, que nous avons appelé C (n* ^6), soit le moyen le 
plus simple de former Téquation de la surface capiDaire , il ne sera 
cependant pas inutile de montrer que l'on peut aussi la déduire de 
l'équilibre d'un filet cylindrique. Par là , nous ferons voir , d'une 
manière nouvelle, la nécessité d'avoir égard à la variation rapide de 
densité qui a lieu près de la surface d'un liquide, et nous mettrons 
en évidence la quantité que Ton néglige et l'erreur que l'on commet, 
lors<£u on ne tient pas compte de cet élément essentiel de la question. 
Pour plus de simplicité, nous supposerons qo'il n'y ait qu'un seul li- 
quide t que nous placerons dans le vide , afin de n'avoir pas à con- 
sidérer l'action mutuelle des molécules de l'air atmosphérique et de ce 
liquide. L'analyse suivante s'appliquerait également au cas de la sur- 
face de séparation de deux fluides quelconques. 

Soit toujours (fîg. 9) Un point de la surface libre AOB du li- 
quide , situé a ime distance sensible des parois du tube. Snit OE un 
filet normal et cylindrique ayant pour base un élément cê de cette 
surface. Par un point F appartenant à ce filet, et situé à une dis- 
tance insensible de la surface, menons un plan CTD' parallèle au plan 
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COD tangent en 0. Supposons, néanmoins, cette distance asses 

grande pour que Faction du liquide indéfini , terminé par le plan 

CTiy, sur le filet FO, ne s!étende pas jusqu'aux points où la densité 

varie très rapidement. La composante de cette force, perpendiculaire 

au plan €^FD' et dirigée du point F vers le point 0, sera égale à p» ; 

et , à cause que Ton suppose nulle la pression extérieure n , on aura , 

d après le n? ^5 , 

p=z^f^gz; 

z étant Tordonnée verticale du point F, ou, si Ton veut, du point 0. 
Appelons ^cù Tactîon exercée , suivant cette même direction , sur FO, 
par le liquide compris entre le plan CTD' et la surface AOB. En né- 
gligeant le poids de FO, il faudra qu'on ait 

^ -|* « = o , 

pour l'équilibre de cette petite partie du liquide. Lors donc qu'on 
aura déterminé convenablement la valeur de 4r, cette équation devra 
coïncider avec 1 équation (lo), çn faisant dans celle-ci eTso, et 

réduisant à 9 + ^, le coefficient - H. 

(32). Pour obtenir cette valeur, soit M un point quelconque de 
FO , et M^ un point dû liquide environnant compris dans la sphère 
d'activité de M. Désignons par ^ et^' les perpendiculaires abaissées de 
ces deux points sur le plan COD. Soit r la distance MM' , u sa pro- 
jection sur ce plan , 8 l'angle que ùit cette projection avec une droite 
fiie , menée dans ce même plan par Je point ; on aura 

Les élémens de volume qui l'épondent aux points M et M' seront adt 
et Mêdudtd^ , et l'on pourra représenter leur action mutuelle par 

R' étant la mesure de l'action moléàdaire, rapportée aux unités de vo- 
lume et relative à la matière du liquide autour de ces deux points. 

Le cosinus de l'angle M'MO aura pour valeur • D'après cela , si 

l'on prolonge la peipendiculaire M'O , abaissée du point M' sur le 

9 
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plan OOD, jmqa*aa point Qf oa elle reneontre le plan CTD', et jos- 
qu'an pmnt K ou elle coope la snrftœ AOB; si, de pins, on aj^ellc 
i et ^ les longnenrs des parties GG' et GK de la droite GfJL , on 
anra 

• — f'fj-jy ^ ''*^* 

en r^rdant eonune positire on comme n^ative la force R', selon 
qn*elle est répulsive on atfaractiye , et la quantité Ç, suivant que le point 
M' tombe entre la snrfiice AOB et le plan tangent COD, ou entre le^ 
deux plans paraUèles COD et Criy. 

La valeur de cette quantité Çp qu'on a déjà plusieurs fois em- 
ployée, sera 

Ç = Q«» cosM + Q^tt* sin^ + Q^V cos 6 sin S; 

Q, Q', Q^', étant des ooeffidens indépendans de ii et fi, dont la somme 
des deux premiers est 

en désignant par X et A' les mêmes quantités que dans l'équa- 
tion (lo). 

La quantité R^ sera une fonction de r qui deviendra insensiUe 
pour tonte valeur sensible de cette variable, ce qui a permis d'étendre 
jusqu'à l'infini l'intégrale relative à a ; elle dépendra en outre de la 
position des points M et M^ A r^;ard des coordonnées de M' pa- 
rallèles au plan OOD , elle variera par d^prés insensibles. En leur 
donnant le point pour origine, on pourra la développer en se* 
rie convergente , suivant leurs puissances et leurs produits ; et si l'on 
s^arrète à lenra premières puissances inclusivement , les termes qui 
les contiendraient, disparaîtront par l'intégration relative à l'angle 6. 
Mais R' variera très rapidement par rapport à la variable < ; et si 
nous désignons par a la perpendicnlaira BTL abaissée du point M' 
sûr la suribce AOB^ R' variera de même par rapport à 0r , et sera 
une fonction STmétrique de f et ^« D'ailleun, on aura, au degré 
d'approximation où l'on s'est arrêté , 
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en dësignaiii par R. ce que devient R' quand on y met i an lien de c^ 
et les parenthèses indiquant qu'on ne fait pas yarier r dans. la diffé- 
rcntlation relative à t'» A ce même degré d'approximation ^ on aura 
••.'* r.'cimc temps 

P et p étant les valeurs de R. et de r qui répondent à ^= o. 
li'expression de «9* deviendra donc 




ojoj oj o r 

J o J oj o f 

A canse que Rt est une fonction Sjrmétrique par rapport k tetf. Tin-* 
t^gi-aiion relative à ces deux variables fera disparaître le premier 
terme; et en ayant égard à la valeur de Ç, ^ effectuant les inté- 
grations relatives à 6 , on aura simplement 

où Ton peut remarquer que la quantité R, est la même que ceHe qui 
entre dans l'expression de 9, (n^a7)y en mettant dans celle-ci 2— < et 
/— - <^ à la place de s et ^,. 

Le premier terme de celte dernière formule exprime la partie de « 
qui provient de Faction du ménisque compris entre la surface AOB 
et le plan tangent GOD , sur le filet OE ; le second est la partie prove- 
nant de l'action du liquide compris entre les deux plans COD et 
CTD', sur la portion OF de ce filet cylindriquCé La fonction R, va- 
riant très rapidement , par hypothèse , avec la variable f qu'elle ren- 

-27) extrêmement 
grar.d |#ar rapport à Rg , et le second terme de «* comparable au 



•» 
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premier. L'errenr de la méthode que nous avons rappelée au com- 
mencement du chapitre précédent^ consiste donc en ce qu*on y néglige 
le dernier terme de «, ou, autrement dit, en ce qu'on y considère 
comme nulle l'action du liquide compris entre les deux plans paral- 
lèles COD et CFD^ sur le filet OF qui en .fait partie. Il reste à faire 
voir qu'en ayant égard à ce dernier terme , l'équation /> *' • 4r = o 
coïncide avec l'équation (lo), qu'on a formée d'une ti t «* tre 
manière. 

(33). Soient %f et i/ les volumes de deux parties très petites du li- 
quide , comprenant respectivement les points M et M', qui en seront , 
par exemple, les centres de gravité. Supposons leurs dimensions in- 
sensibles par rapport au rayon d'activité moléculaire ;. leur action 
mutuelle sera le produit p(/R', et l'action totale du liquide sur if, dé- 
composée suivant la droite MF, aura pour expression , 

en étendant la somme Z à toutes les parties i/ du liquide qui sont 
comprises dans la sphère d'activité de M. Désignons par \i la densité 
du liquide qui a lieu en ce point, et par^' la composante de la pesan- 
teur suivant la direction MF; pour l'équilibre de la partie insensible 
du liquide dont le volume est p, il faudra donc qu'on ait 

équation qui détermine implicitement \i en fonction de t', mais dont 
on ne pourrait pas déduire la valeur de cette densité sans connaître 
l'expression de R', qui dépend elle-même de cette inconnue. 

Je rétablis le facteur (^, et je multiplie par t le premier membre 
de cette équation , puis je prends la somme de ses valeurs relatives à 
toutes les parties v du liquide qui ont leurs centres sur le filet OF ; 
il en résulte 

^g'^tv + 2 ( 2R' î-=li i/) /i; = o. 

Le premier terme est le. poids de la portion du liquide à laquelle 
se rapporte cette nouvelle sommation, décomposé suivant la direc- 
tion MF et multiplié par la distance de son centre de gravité au 
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poHit 0. A cause que la longueur de OF eat insennUey on peut 
négliger ce produit par rapport au second terme ; dé plus j d'après 
ce qu'on a dit dans le n^ 1 3 , on peut aussi remplacer dans celui-ci , 
(/ et \f par les élemcfns de volume infiniment petits mdt et ududt^ 
et changer ensuite les sommes 2 en intégrales définies. De cette ma- 
nière, on aura donc 



u rj[fTy ^^ ududtdm 



o: 



la seconde limite de Tintegrale relative à i étant Tinfitti , parce que 
le liquide s'étend indéfiniment, ou du moins k une distance sen- 
sible, au-delà du plau CTD'^ et les autres limites étant les mêmes 
que dans la première expression de 4r. En négligeant les quantités 
du même ordre que dans les calculs précédens, on pourra metti^ 
R, au lieu de R', et remplacer par séro la première limite — ^ de 
Tintégrale relative a ^; effectuant ensuite Tintégration relative à 9, 
et supprimant le fisicteur tê , nous aurons 

on, ce qui est la même chose , 

J o J oj fi r 

4- ^^/,"roX"l^. ^^^=^ ududedif ^ o. (i5) 
Je fais dans cette dernière intégrale 

la fonction R, qu'elle renferme se changera alors dans la fonction R 
relative à l'intérieur du liquide ; et nous aurons 

J o j oj l r J o J oj o r 

^rf'rK^i±âi;tdudsds^, 

J o J oJ o r 

Od peut në^iger le terme qui renferme le fiicteiur / ea-dehom des 
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signes f^ et étendre^ dans l'aatre terme, Tintëgrak rdative à s jus* 
qu'à rmfini; mettant ensiiHe ttf% itf, udJ^ udê^ au lien de /, x, 
ébf^ ds^ il en résultera 

on bien , en vertu de cette râleur de r% 

en effectuant les intégrations rdatires à / et i x, et ayant ^rd k 
Texpression de q du n* 24* 
On a identiquement 

lia symétrie de la fonction R, , par rapport k t et f, rend nulle la 
première intégrale qui renferme le fiaicteur l'*— -<* sous les signes /; 
on aura donc 

et 9 d'après ces transformations des deux termes de Tëquation (x 3) , 
elle deviendra 

Cette équation I déduite 1 comme on voit, de la cou'blioo d'équt* 
libre d'une petite partie quelconque. du filet OF, e^piime que Faction 
totale du liquide sur ce filet, de longueur inscni>i};lf; fk^rait la même, 
soit que son épaisseur fàt variable , ou qu'elle fût constante : elle nous 
était nécessaire pour la transformation de la formule (12) , que nous 
devons effectuer. 

(54)* En vertu de l'équation 
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nous avons 

/<<R,\ ^__ rfR, dR, t'-'t <{&, rfR, « 

\ebf ) — W "^ dr r * "35* — <fr r» 

^*) iu^sant varier f^ et r dans -^ , et seulement 1/ dans (-^J* On con- 
clut oe là 

A la limite <'s=o^ on a R, =?, ''=Pi ^t à l'antre limite /^=:2; cette 
f)nction R. se change en R, si Ton y fait 

En intégrant par partie , on aura donc 
et , par conséquent , 



■/>:>-y:'s^*> 



oe qui diange d'abord Féqoation (12) en 

D'après la valeur de r qu'on doit employer dans l'intégrale double , 
on pourra étendre jusqu'à Tinfîni l'intégrale relative à ^; en y mettant 
ensuite m et uds^ au lieu de s et ds^ on aura 

d'où Ton conclura 
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En iatq|[rant par partie relativement à u , et observant qne dans Tin- 
tégrale triple on a r* =s «• -f- (^ — *)• , il vient 

on aura donc / 



i/:yy;(§^^=^+«v^-«' 



J o J oj o r- %j o J o J o r 

quantité qui est la même cbose que — ^q^^qtf en vertu de Téqua- 
tion (i4) et de Texpression de q^ du n^ !i7. Or, au moyen de ces va- 
leurs d^ rintégrale double et de l'intégrale triple, contenues dans 
r^^pression précédente de 9) elle se r^uit à 

et Tcquation /> -^ ^ ^^ ^ devient enfin 

ce qu'il s'agissait de trouver. 

(35). Sans intégrer l'équation (lo), on en peut déduire une expres- 
sion du volume d'un cylindre vevtical, tronqué par lalrikface capil- 
laire, qui nous sera utile dans la suite de cet oyvrage. 

Par un point appartenant à Tititersection de la snâiee €a|>il]aire 
et de la surface cylindrique , menons en-defaors dû liquide des nor- 
males à ces deux surfaces . Soient a, ^, 7^ , les an^gles conipHs entre 
la normale à la surface capillaire et des droites menées par le point 
0, suivant les directions des x^jr^Zf positives. Désignons par fl^\ 
C, y\ les angles que fait la normale à la sur&pe cylindrique avec -les 
mêmes droites , et par e» Tangle des deux normales ; nous aurons 

cos â» s=s cos a cos a' +cos^cos^'-f-<^08>eoay. 

Soit u une quantité positive , telle qu'on ait 



j 
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d'après les formules connues , on aura^ 

i dz M 1 dz I 

D ailleurs , Taxé deà z étant vertical , ainsi que le cylindre , cos y' sera 
zéro, et les valeurs de.cos«' et cos^' dépendront du contour de la 
base horizontale du cylindre. Nous supposerons que cette base soit 
située suf le plan des x et jr^ qui est celui du niveau du liquide en- 
dehors du tube ; en désignant aloi^ par Y le volume du cylindre 

tronqué 1 on aura 

\=^ffzdxdjri 

Tintégrale s*étendant à tous les points de sa base, et la valeur de z^ 
en fonction de x et y» étant donnée par Téquation de la sur&ce ca- 
pillaire. En vertu de l'équation (10), on aura donc 

et comme , d'api^ès les valeurs précédentes de cos « et cos C^ l'équa- 
lion (8) peut s'écrire ainsi: 

I . I </.COft A J.CO8 C 



aV V ds dj ^ 

il en résultera 

Pour fixer les idées, supposons <{ue la base entière du cylindre 
soit située d'un même côté de chacun des axes des x et des ^, et 
que son contour ne soit rencontré qu^en deux points par chaque 
parallèle à l'un de ces axes. Menons à cette courbe deux tan«yentes 
parallèles à Taxe des jr , dont les points de contact diviseront sa cir-- 
conférence en deux parties, et deux tangentes parallèles h l'axe des «r, 
dont les points de contact diviseront de même cette circonférence en 
deux autres parties. Si l'on effectue l'une des deux intégrations indi-^ 
quéesi on aura 

g(f-<r)V = iH[/oo8Wi-]-iH(/GOsodfr) 

-fl\fcosedx]^ -H (f cos €da:)î (i5) 

10 



74 NOUVELLE THÉORIE 

et les intégrales relatives à a* ou kjr, renfermées entre des parenthèses^ 
se rapporteront aux parties de la courbe les plus éloignées des axes des 
^ ou des or, et celles qui sont contenues entre des crochets, aux parties 



si donc on appelle ds 1 élément différentiel de la courbe, regardé 
comme ppsitif, on aura 

dx =s zh cos €^ds , 

m 

selon qu'il s'agira d'un point de la première ou de la seconde par- 
tie : on aura de même 

dj =; db cos a'ds , 

selon qu'il s'agira de la partie de la courbe la plus éloignée ou la 
plus rapprochée de Taxe des x. Cela posé, on pourra réduire l'é- 
quation (i5) à celle-ci , 

g{f — cf) V = — - H/cos A cos a'ds — - H/cos C cos €^ds , 

dans laquelle les intégrales s'étendront au contour entier de la base 
du cylindre. A cause de cos^ = o, on en conclura 

gr(p— cr)V = -iH/cos«A; 

équation qui aurait encore lieu , lors même que ce contour ne serait 
pas coupé seulement en deux points par chaque ligne droite, ainsi qu'on 
l'a supposé, et qui fera connaître la valeur de V, quand celle de. cos cê 
sera donnée en fonction de s. On peut remarquer que son premier 
membre est le poids dans l'air, du liquide homogène contenu dans le 
cylindre que l'on considère. 

(56). On verra, par la suite, que l'angle û) est constant pour tous 
les points de la surfoce capillaire dont les distances à la paroi du tube 
sont insensibles^ et cependant plus grandes que les rayons d'activité 
des molécules du tube et du liquide. Si donc on suppose que l'inter- 
sestion de cette surface et de celle du cylindre vertical, dont le volume 
est V, soit partout à une distance insensible de la paroi du tube , et 
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qae l'on désigne par.c la loogueor entière de so» contour, réqaatimi 
précédente deriendra 

ou^ ce qui est la. même chose» 

A= — |Hrcosâ», (16) 

en appelant A le poids dans Tair d un yoliime V du liquide. 

ffi k surface intérieure du tube est celle d'un cylindre vertical, c tne 
différera p$is sensiblement du contour d'une section horizontale de 
celle surfiice, et A pourra être pris pour le poids du liquide souleva 
ou abaissé par l'action capillaire , selon que sa valeur sera positive ou 
négative. Si Ton incline le tube de manière que la génératrice de sa 
surface et la verticale fessent un angle aigu i , ce poids A variera en 
raison inverse de cos /. 

En effet j, appelons C le centre dje gravité de la section intérieure du 
tube par le plan du niveau du liquide; par ce point, menons trois 
plans, le premier perpendiculaire à la génératrice du tube, le second 
parallèle à cette droite et passant par l'intersection du premier et du 
niveau du liquide , et le troisième perpendiculaire à cette même in- 
fersection. Prenons ces trois plans rectangulaires pour ceux des coor- 
données ; et soient z', a:% y, celles d'an point quelconque de la sur- 
face capillaire, respectivement perpendiculaires k loes trois pians. 
L'ordonnée verticale z du même point , qui entre dans l'équation (10} 
aura pour valeur 



2=2'cost — jr'sin 1; 



et cette équation deviendra 

Or , en désignant par Y' le volume du liquide contenu entre le pian 
des x^ ety et la sur&ce capillaire, nous aurons 

r 

et nous conclurons de l'équation précédente 

gÇp — J^){\'co$i^Bmifa^dx'dy)=:'^iEccM(», 

en représentant parc et » les.mêoies quantités que dans Téquatioa (1.6). 
D'ailleurs, l'intégrale /jr'c£r'£(/, étendue k Taire entière de la section 



lô.» 
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dn tube y sera nulle par la nature du point C; par fa même raison, le 
volume du liquide compris entre cette section passant, par le point C 
et le plan des af tXff se composera de deux parties égales et de signes 
contraires; par conséquent, V sera équivalent au volume du liquide 
compris entre son niveau et la surface capillaire ; et, en vertu de l'é- 
quation qu'on vient de former, ce volume et le poids correspondant 
suivront la raison inverse du cosinus de Tinclinaison du tube- 
Dans le cas de deux liquides superposés, si Ton désigne toujours 
par V le volume d*un cylindre vertical quelconque tronqué par la 
surface libre du liquide supérieur, et par m le même angle que pi*écé- 
demment; si, de plus, on appelle h Faire de la base de ce cjrlindre, 
située dans le plan' du niveau extérieur^ l'équation (g) donnera 

g(p' — J^) V sa (c'— n) ft — iH/coS ûiiû; 

par un calcul semblable à celui du numéro précédent. 

Dans le même cas, si l'on appelle Y, le volume de la partie du 
même cylindre, terminée par la sur&ce de séparation des deux li- 
quides, et ^ ce que devient l'angle ^ , relativement à cette sur<- 
face, on aura, d'après l'équation (7), 

g(p~pOV. = (n-cO*-— JG/cos^. 
En ajoutant ces deux équations, il yient 
^(p'-«r)(V-V.) + g{p--/)V,«=:-iH/cos«a!r— iG/cos ^.. 

* 

Or, si la surfiice intérieure du tube est cylindrique et verticale, et que 
celle du cylindre que l'on considère ne s'en écarte pas sensiblement, 
comme dans le cas auquel répond l'équation (16), Y— *yt sera le 
volume du liquide supérieur, et y (p' — J^) (V— V,) , son poids qui 
devra être donné et que nous représenterons par P. En même temps, 
g(p — /).V, sera le poids inconnu du liquide inférieur, soulevé on 
abaissé par l'action capillaire , et que nous désignerons par T. L'angle 
9 sera constant , aussi bien que or ; par conséquent , l'équation précé- 
dente deviendra , dans ce cas, 

P + rœ— ^Hccos» — ^Gccos^. (17) 

L'angle t» dépendra', comnte le coefficient H , de la matière du tube 
et.de celle du liquide: supérieur; l'angle ^, comme te coellideat G, 
de la matière du tube et de la matière des deux liquides. 
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CHAPITRE III. 



Équaiûm relative €tu contour de la surface capillaire. 



(37). En général, dans une question de Mécanique ou de Physique^ 
relative k un corps | à une sur fiice ou une ligne « il existe , outre 
l'équation commune k tous les points du système , d'autres équa- 
tions qui n'ont lieu que pour la superficie, le contour ou les points 
extrêmes. Ainsi , dans la question présente , indépendamment de l'é- 
quation commune à tous les points de la surface capillaire dont les 
distances aux parois du tube surpassent , toutefois, le rajon d'acti- 
yité moléculaire, il / a une autre équation qui n'appartient qu'à 
ceux de ces pointa qui smit situés ii des distances insensibles de la 
sur&ce du tube. Cest cette équation particulière qu'il s'agit main- 
tenant de former, soit dans le cas de la snrface libre d'un liquide, 
soit relativement i la surface commune à deux liquides superposés, 
«t M (fig* 10) un point du liquide supérieur situé à des distances 
de la surfiioe libre et de celle, du tube. Par ce point, abais- 
sons des perpendiculaires MN et MK sar ces deux surface ; suppo- 
sons que le plan de la figure soit celui de ces deux droites , et que 
les courbes ANB et DKE représentent les sections de la surface du 
liquide et de la snr&ce du tube , par ce même plan. Faisons pas- 
ser par le ' point M deux antres surfaces^ dont l'une coupe k angle 
droit toutes les normales à la surfiice du liquide , et soit représen- 
tée , dans la figure « par la courbe AlUffi', et dont l'autre coupe aussi 
\ angle droit toutes les normales k la surface du tube , et soit 
représentée par la courbe OM C p qui rencontre la courbe ANB au 
point 0. De tous les points de llntersection de ces deux surfaces, 
abaissons des perpendiculaires, telles que MN, sur la sur&ce du li- 
qnide, lesquelles formeront, eu général, une sorfkce gauche. En- 
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fin^ par un point F appartenant à la courbe OMC, et situé ii une 
distance insensible au-deissous du point M, menons un plan per- 
pendiculaire à cette courbe, qui coupe le plan de la figure,* suivant 
la droite GFL, laquelle rencontre en G la courbe DKE. 

Nous supposerons la longueur de MF assez -grande pour que Vac- 
ation du liquide situé au-dessous de ce plan^ représenté par GFJL,, ne 
s'étende pas jusqu'à la surface représentée par Â'MB\ Nous fer#ns 

MK = A, MN = /; 

et nous supposerons aussi ces distances assez grandes pour que, dWe 
part, Tàction du tube ne s'étende pas jusqu'à la surface représentée 
par OMC, et celle du Kquide situé au-delà de cette surface , jusqu'aux 
points où la densité Tarie très rapidement dans le voisinage du tube , 
et^ue, d'uti autre côté, l'actioii du liquide situé au-dessous de Â'MB' 
ne s'étende pas non plus jusqu'auî points où la densité varie très rapi- 
dement près de la surface supérieure. 

Cela posé , pour obtenir les équations qu'il s'agit de trouver , now: 
allons chercher les conditions d'équilibre de la partie du liquide com^ 
prise entre le plan de la figure et un plan parallèle mené à une dis^ 
tance infiniment petite, qui aura pour base le pentagone curviligne 
ANMFG, et sera terminée latéralement par la surface gauche dont la 
droite MN est une génératrice, par la surface du liquide, par le plan 
projeté suivant la droite GF, par la surface du tube et par celle qui 
coupe toutes ses normales à angle droit. Nous appellerons G cette pe- 
tite portion du liquide, et nous désignerons par € son épaisseur cons- 
tante et infiniment petite. La forme que nous lui supposons est la plus 
propre à l'objet que nous avons en vue. 

(58). Si l'on décompose d'abord chacune des forces qui agissent 
sur C 6n dçux autres, l'une parallèle et l'autre perpendiculaire au 
plan de la figure, les composantes perpendiculaires auront des di- 
rections opposées ; elles se détruiront en grande partie , et se radui- 
rànt à des forces insensibles par rapport aux composantes parallèles. 
L'équation d'équilibre des composantes perpendiculaires détermine^ 
rait implicitement la petite variation de densité du liquide qui a 
lieu parallèlement à la surface du tube, en vertu de la pesanteur; 
ce qui n'est pas Tobjet que nous nous proposons. Noos ne nous 
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occuperons donc que des forces parallèles au plan de la figure^ et 
nous décomposerons encoi^ chacune d'elles en deux autres , Tune 
parallèle et l'autre perpendiculaire à la droite KM. Si Ton divise C 
en filets parallèles à KM, l'action du tube, supposé homogène, sur 
le filet qui répond au point K sera normale à sa surface , et l'on 
pourra la représenter par ^êb', en désignant par a' la base de ce 
filet; mais il n'en sera pas tout -à -fait de même à l'égard des au- 
tres filets, qui ne seront pas rigoureusement perpendiculaires à k 
surface du tube. En désignant par a la longueur insensible de AG, 
il est aisé de voir que la ^omme des actions du tube sur tous ces 
filets sera sensiblement égale à Ne^*, parallèlement à KM, et pourra 

se représenter par -r-, suivant la direction perpendiculaii^ à KM; 

k étant une ligne d'une grandeur sensible , qui dépendra de la 
courbure du tube au point K. Cela posé, l'équation d'équilibre des 
forces parallèles à KM servirait à déterminer la valeur de N, la- 
quelle est une inconnue qui ne peut pas s'exprimer par une intégrale 
définie, d'après ce qu'on a expliqué dans le n^ 12. Mais cette fbrcç 
nous étant inutile k connaître , nous n'aurons pas besoin de l'équation 
dont elle dépend , et il nous restera seulement à considérer l'équilijlMie 
des autres composantes. 

En désignant , pour abréger , les différentes parties du liquide par 
celles de la figure auxquelles elles répondent , je repr^nterai par Se 
l'action exercée par la couche ANMFG sur C qui en fait partie, par «g 
l'action de EGFC, et par P celle de LFC ; je désignerai de même par 
Qê Faction de BNMFL , c'est«à-dire l'action de la couche superficielle 
BNMB' ajoutée à B'MFL, sur la partie de C qui répond à A'MFG, 
et par T€ et \ê les actions de BNMB' et de B'MFL sur l'autre partie 
de C, correspondante à A'MNA; et toutes ces composantes, parallèles 
au plan de la figure et pei'pendiculaires à KM, seront supposées diri- 
gées de bas en hautou vers la surface supérieure du liquide. Helati veinent 

à chacune de ces forces , on pourra négliger la composante -j- , qui 

proviendrait de l'action du tube , ainsi que le poids de C ; si , de 
plus, nous supposons le liquide placé dans le vide, ou que nous fas- 
sions abstraction de l'action des molécules de Fair atmosphérique 
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sur celles de C^ il faudra , pour Téquilibre de cette petite partie du 
liquide 9 que Ton ait 

S + ^4-pTf-Q + T + V=o. (i) 

U s'agira donc de calculer aucceasivement les valeurs des six quan- 
tité contenufs daps cette équation; mais, auparavant^ je ferai re- 
marquer que chai^une d'elles dépendra d'une intégrale quintuple , re- 
lative à des variables qui s'auront que des grandeurs insensibles, 
tandis que les forces qu'on a considérées dans le chapitre précédent 
étaient exprimées par des intégrales quadruples, relatives à de pa- 
reilles variables. Ou condut de là que si Ton s'arrête au même degré 
d'approximation que dans ce chapitre, il sera permis de négliger, 
sous le signe de Tintégration quintuple^ les quantités de l'ordre de 
celles que l'ou a comervées sous le signe de i*infégralion quadruple ; 
il en résulte qu^on pourra > dans 1^ calcul des valeurs de <tr, P, Q, 
T, V, faire abstraction de la courbure du liquide, et remplacer la 
surface supérieure par son plan tangent , et la courbe A'MB' par la 
tangente au point M. Par la même raison , et à cause que la lon- 
gueur de ÂK6 est supposée insensible , on pourra aussi négliger la 
courbure du tube, et considérer les courbes AKG et OMF comme 
des droites perpendiculaires à KM» Enfin , on négligera encore la 
petite variation de densité du liquide dans son intérieur, à laquelle, 
précédemment , on a dû avoir égard ; mais ^ dans le calcul de la 
force «irs, il faudra tenir Compte de la compression du liquide pro- 
duite par l'action du tube^ et dans le calcul de Te, on devra avoir 
égard à la variation de sa. densité près de sa surface supérieure : la 
partie de AA'MN , dans laquelle cette densité varie à la fois dans 
le sens normal à cèùe surÊice 6t suivant la perpendiculaire à celle 
du tube, n'influera pas sur les Valeurs de or et T, non plus que 
sur celles de P et Y, ^ cause des longueurs qu'on a supposées aux 
d^tances MF, MM , MK , quoiqu'elles soient toutes trois insensibles. 

(Sg). S'il fallait calculer la .Valeur de S , il serait nécessaire d^avoir 
égard à cette double variation de densité , aussi bien qu'a la cour- 
bure de AN; car cette courbure et l'indinaisou de la tangente peu- 
vent varier très rapidement dans ia longueur insensible de cette 
ligue , et être très différentes au point N et plus près du tube : on 
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pourrait seulement uegliger la yariàtion <ie densité et la. courbure 
du liquide y parallèlement à la. sur&ce du tube. Mais je vais démon- 
trer^ sans aucun calcul ^ que Von a S sss o^ 

En effet, j'appelle C la couche liquide dont C fait partie , et à 
laquelle répond la force S. Je décompose Ç et C^ en filets tels que 
MNO (fig. Il), dont chacun soit composé d'une partie cylindrique 
NO parallèle à la «surface du tube, c'est-à-dire à la direction de la 
force S, et d'une autre partie NM, d'épaisseur variable, perpendi- 
culaire à la surface AB djii liquide, ou ils viendront aboutir par en 
haut. J'appelle /le filet MNO appartenant à C, et/' mi autre filet 
PQR appartenant à C'. Si leurs extrémités M et P sont également 
éloignées de la sur&ce du tube, les deux filets seront identiquement 
composés, et il en résultera que si l'on mène au-dessus du liquide 
un pian GH perpendiculaire ï la direction de S, l'action, suivant 
cette direction, d'un élément de/' situé à une distance s du plan GH, 
sur un élément de /situé k une distance /, sera égale et contraire à 
l'action de Télément de / situé à la distance /, sur l'élément de / 
situé a la distance s; par c6n|^équent| l'action totale de /' sur / sera 
nulle dans le sens que nous considérons. Si , au contraire , les points 
M et P sont inégalement éloignés xle la paroi du tube , je supposerai 
qu'un autre filet F de C et le filet f de C' ont leurs extrémités supé- 
rieures k la même distance de cette paroi , qu'il en est de même à 
l'égard du Blift/de C etd'un secohd filet F' de G, et que , de plus, 
f et F' appartiennent à un segment de C parallèle à C. Alors, il est 
évident que l'action, parallèle à S, exercée par/ sur /sera la même 
que celle qui serait exercée, dans le même sens, par F sur F', la- 
quelle serait égale et contraire à la réaction de F sur F ; donc les 
actions, parallèles à S, de / sur /et de F' sur F sont égales et con- 
traires; et, en joignant cette conclusion à la précédente , on voit 
que les actions de tous les filets de C sur tous ceux de C , parallè- 
lement à la surface dû tube, se détruisent deux à deux, en sorte 
qu'on à S=so; ce qu'il s'agissait de (trouver. 

(40). Pour former répression de <ir, j'élève par le point G(fîg. 10) 
une droite perpendiculaire au plan de la figure. Je désigne par jc, 
jr, Zp les trois coordonnées d'un point quelconque du liquide infé- 
rieur , ayant pour origine le point G , et respectivement parallèles 

II 
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à cette perpendioiiake et aox Ugnes 6L et GE ; relativement à uu 
point quelconque de C^ oa aum ;rscso^ et Ton pouna représenter 
ses deux autres coordonnées par^ et «*- 2f*^ En appelant r la distance 
de ce point à Fautre , on aura 

Les ëlëmens de yolume qui leuc correspondent seront id/dt' et 
dxdjrdz : j'exprimerai par le prodait 

leur action mutuelle ; p ëtairt une fonction dont la râleur sera insen- 
sible pour toute valeur sensible de r, symétrique par raj^rt k.j et 
f^ et qui variera aussi très rapidement avec qbacuoAde ces quantités, 
à raison de. la compression du liquide près de la. snrfa<;e ds tube. A 
mesure que jreiy approcheront de GF| qui est la même dioseque A, 
cette fonction approchera d'être indépendante de ces variables^ et. de se 
coqfbndi?e a^fea U jonction R relal^ve à L'intérieur dn U^ide, en.eorte 
que si Kon j mctt À *4r ^ <Bt A — - 14 à laphiQe dft^ ^t jr',. et; qu'on sup- 
pose u e\u! msoindres que le ra^on d'activité moléculaira, on aura 

Gela posé , nous aurons 

en considérant la fonction 4) comme positive ou comase négative ^ 
selon que la force qu'elle représente sera répulsive ou attractive. Par 
la nature de cette fonction», on pourra étendre les inté^pralesi relatives 
a z et z' depuis zéro jusqu'au l'infini , et» en menus temps, celle qui ré- 
pond à X sera prise depuis — oo jusqu'à -f«oo ;:mai8 les limites relatives 
k jr et y seront ^ = o et / = o, ^=A et j^ssA. 

Soit <b{rp jTf y) une fonction de la même nature que ^(r, /, f), 
et &îsons f pour un moment , 

nous aurons 
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«t, pur conséquent, 

fy{r, jr, y)t±i^^ *(/, y, y), 

en désignant par t^ la yalenr de r qui répond k z':= o , de sorte 
qu'on ait 

En intégrant par partie , et observant que 9 s'éranouit k la seconde 
limite^ on aura 

et au moyen jde ces équations , la valeur de ^ deviendra 



«' 



Soit €QC0K 

ssspcosO, ;rs=spsinO, 
ot / par conséquent , 

/^•=p*H.(7— y/. 

Si l'on substitue p et 6 aux variables ;r et z , il faudra prendre 

dxdz x=s iadWd ; 



et les limites relatives à ^ et £ étant ;rs=:: — od et;r=roo^ z=:o et 
zn^co, ceHed qoi répondent à 6 et p devront être 6=r o et dss Tf, 
(^sso et i^ssoo. LlntégratiOn relative à d â'efiectuera immédiate- 
ment ^ et >eti résultera 



î "/r/,T» (''' ■^' ^^ 7 ***"• w 



Cette intégrale triple ne peut pas se réduire davimtage; elle dé* 
pendra de la compression dti liquide àXùs la touche )Bidjacente au 
tube, et, par «utte, de la matière dti tid)e et de celle ^ éa liquide. 
Nous conserverons la lettre or à la place de cette expression , et 
nous regarderons w comme une quantité dont le signe et la valeur 
devront être àoiwés daas chaque cas particulier, lia limite h peut 

II*. 
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être prise arbitrairement, pourvu quelle soit insensible et qu'elle 
surpasse néanmoins les rayons d'activité des molécules du tube et 
du liquide; mais, diaprés ce qu'on a déjà vu dans un cas pareil 
(n* 28), la valeur de l'intégrale précédente ne changera pas avec 
celle de h. 

(41). L'expression de P se déduira évidemment de celle de ^r, 
eu transportant l'axe des x au point F, faisant 

et changeant la fonction f dans là fonction R relative à l'intérieur du 
liquide. D'après la formule (a) , on aura donc 

r'*= (/• + (w + iiO'. 

Cette valeur de 1^* permettra de remplacer les limites h par l'infini , 
dans les intégrations relatives à u et i/ ; et comme la quantité R est 
la même que celle qui entre dans l'expression de q du n"" ^3 , on en 
conclura 

p = - y. 

Pour calculer T, j'observe que la densité du liquide étant la même 
parallèlement à sa sur&ce, dans toute l'étendue de l'action de B'MNB 
sur la partie de C qui répond à A^MNA , et ne variant que dans le sens 
de la normale MN, il s'ensuit que la composante de cette force sera 
nulle suivant cette droite, aussi bien que suivant la perpendiculaire 
au plan de la figure. Cette force elle-même sera dirigée dans ce jAzn 
et suivant la perpendiculaire à MN ; je la désignerai par Uc , en sup- 
posant qu'elle agisse de dehors en dedans de la pailie de C. En appe- 
lant dû l'angle KMN compris entre les perpendiculaires MK et MN k 
la surface du tube et à celle du liquide, la composante de cette force, 
parallèle à MO et dirigée par en haut, aura pour valeur •— Ué cos e». 
Or, cette composante est la force qu'on vient de représenter par Ti ; 
on aura donc 

T = — Ucosop. 

Quant à la valeur de U, elle.se déduira, sans nouveaux calculs, dt 



DE l/ACTrOlN CAPILLAIRE. 85 

celle de 9 ^ en y remplaçant h par Z , et la fonction ? (r', ^ , y) 
par une autre fonction 4 (/i Jf j) > dépendante de la variation de 
densité do licpiide suivant Tcpais-^eur de sa couche superficielle. Nous 
aurons I par conséquent , 

■ "= -; "f'fX 4 (''. ^' /) 7 ^j'-'y- 

D'ailleurs, en mettant l-^s, l — ^t 9 u^ Julien de jr, y ^ u, 

dans cette fonction 4 , elle sera précisément celle qui est représentée 

par R, dans l'expression de 9, du n"* aj ^ lorsqu'il s'agit , comme ici , 

d'un seul liquide placé dans le vide. On conclut de là U = — ç^ , et 

par suite 

T ;= ^1 cos ù^é 

D'après ces valeurs de P et T, et k cause dç S = o, l'équation (i) 
devient 

or — î + g, cos ^ -I- Q -4- V ars b ; (5) 

et il ne restera plus que Q et Y à déterminer^ 

(/[3). Potir plus de généralité, èônsidérons deux prismes liquider 
qui ont une arèle eoinmune d'une longueur indéfinie, et dont les fâees 
adjacentes à cette arètè se prolongent aussi indéfiniment. Soient ACB 
et B'CA' (fig. m) lès' sections de ces deux corps, par un plan perpen-- 
diculaire à cette àrète. Par le point C appartenant à cette arête, 
menons dans ce plan une droite DCE, et faisons 

ECA=:a, ECB = è, DCiV = a', DCB'=i'i 

chacun de ces angles étant supposé positif ou négatif, selon qu'il 
tombe à droite ou à gauche de la droite DE. Appelons Zi l'action 
exei*cée parallèleqnent à DE et dirigée de bas en haut, par le prisme 
dont la section est ACB sur un segment de l'autre prisme, compris 
entre le plan de la figure et un plan parallèle, mené à une dis- 
tance infiniment petite et égale à €. Les valeurs de Q et V se dédui- 
ront de celle de Z, en déterminant convenablement a, b^ a\ V. Il 
s'agit donc de trouver l'expression de Z en fonction de ces angles. 

Pour cela, soient M et M' des points appartenant respectivement à 
ACB et à A'CB', et compris dans la sphère d'activité l'un de Tautre» 
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i$ nom fioms 

le carré de la dîitancr BfM' aura pour Taleur 

f*t « Ton dmgne par r la distance BFiii an point Bf, d'un antre point 
m dont M Mit k {iro|ecti«i snr 4e plan de la figure, et dont la dis- 
tance à M tok repreientée fiar x, on ann 

IjCs ëlémens de Tolnme correspondans à ces points M' et m anront 
pour expressions aidJék^ et frAfyfjnrfr; et si le liqnide dont sont for- 
més les deaX'prismeaest le liquide intérieur an^el répond la force Q , 
leur action mutuelle , dirigée suivant la droite M'ni, devra être repré- 
sentée par le produit 

9 ^tuil. k niéni* foiiction de r que dans Je owném ptéoédo^ 

I# jMOWie des profectsons de tf et «("aur ia droite DE, on k partie 
air de œtte droite interceptée ente Jes peqpendicakifes MNetMW^ 
scn fjgsk^ iiCDSP^tf'cosi/;«n k divisant par r, onannleco- 
sîoos de Tangk que £dt k ilroite M'mavec k dmctâon ^e Q> ; ^p«r 
conséquent, on aura 

L'intégrale rskfite a 2t aélMdn seidement depms xtsso jusquTi 
«r ras 90 , parée que Von a doublé le résultat; les inti^raAesTdatives à 
uAtt seront an« prises depuis ti r^ o et tt'csso jusqult usioo irt 
tiiaextb . Quant aux inti^rales qui répondent à (^ et /, dBes auront 
pour Htnites les angles a^hfd^V\^\ comme les élémens de volume 
dont on a 6nt usage supposent les difierentielles d» et às^ positives, 
et, par conséquent, left angles p et i/ croissant dans ces intégra- 
tions, n faudra toujours prendre pour k première limite relative à p, le 
plus petit des den)t angles a et 6 , en ayant égard ^ leun signes , 
et pour k limite relative k i^', le moindre des deux latigles i/ et b'. 
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Cela posé, rintëgrale quintuple se réduira à une intégrale simple, pr 
Tanalyse suivante. 

(4S). Je mets xu , xu', xdu^ xdu% k la place de u, vl^ du, du' ; ce 
qui ne change rien aux limites zéro et Tinfini des intégrales relatives 
à a et £1^. D en résulte 

Z » a fffff^ IS^Ï±£2^ a*uu!dxdudu'd.d/, 
r' =s o:* [i -f- w» -f- «'' + 2UU* cos {sf *f- p')]. 
Cette dernière- équation donne 

X'ax =» ^^:^^ + ,/. ^. aw^ efls (i^ + /)]' ' 

les limites relatives à r seront aussi rs= o et r == 00 » et la valeur 
de Z deviendra 



2kf^Kr^drz=^i^qk, 



en faisant^ pour abréger, 

k 8=a fflt A r ^ ïT^^iiA — ^ / '^ ,yy. dudu!dudv^. 

et ayant égard à la valeur de 9 du n"" n4< 
Si noua faisons maintenant 

i< = pco80| a/s=spsinO; dudu' s:^ pdo d6 , 

les limites relatives à p et 8 seront pssoet p =1 co , fissoei 

Oss-^, et nous aurons 

OU, ce qui est la même chose , 

eo mettant p dirbé par y/i + a cos fl sin 9 cos(c -|- «*') à la piace de p 
ce qui ne change rien aux limites. 



L 
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Par les règles ordinaires, on trouve 






• « 



L'intégrale relative à 6 s'obtient aussi , mais moins simplement. Je 
fais d aboitl 

il en résulte 

cos fl = -V(co8 fl'— sin flO» «in ô = 4= (cos fi' + sin fl*) j 
et si Ton appelle g Tintégràle quil s'agit diobtenir, on aura 



8= I 

•y o [i + a coâ 6 ai 



8În 6 cos i/) C08 9 a infl ,|i 



/M» 



sin 6 cos ((^ + /)] 



_2 /*? ^cos y + cos y) cos fl^ — (cos y 



^? • <cos i. + cos cos 9' - (cos ^-co^Qainy ^ ^g,^. 



On peut supprimer la partie de cette dernière intégrale qui ren- 
ferme le facteur sin 6' sous le signe /, et qui se composerait d elé- 
mens deux à deux égaux et de signes contraires ; on peut aussi , 

eu doublant le résultat, prendre 6'=^o et 0' =» ^^ P^^^ limites de 
'autre partie; et si Ton y fait, en outre, 

sin fl'srs j , cos ÔWfl' =r djr, cos 26' = i — 2j^ , 
on aura simplement 



■ 
1 /• V^ (cos y + cos O 

*^Vo [1+C08(f+/)-- 



(cos y + cosV) (i — y)«ty 



r 

Kn effectuant cette intégration par les règles oitlinaires , il yient 

cos V + cos / 

s SCi + cosCi' + O?* 

Au moyen de ces valeurs des intégrales relatives à p et à 6, la 
valeur de k devient 
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jr ^ ph f*V (cQg y ^ cos y^) |/i»|// 

(44) • On a identiquement 

c os y -f CO> V^ .^ «/«L "™ ^^^ "^ ^'^ **" ^ 

I + COs(i' + O "^ I+COsCi'+i') ' 

ot, par conséquent^ 

/**^ (cos«' + cosi'')</v ^__^ /^^^ cos v'dv' ^j_ /^y sin(t>+i/)8in/</y' 
«^ [l + cos (i' + y')Y^J 4^ l + COsCt'+O **" J a' [l + 008(P+v')]* 

En intégrant par partie , on a aussi 



/ 



'^ sin (p +1*') siq s^d^ ^_^ sin y sin o^ 

fl* [i + cos (i' + /)]' *"" i + cos(i»+6') i + cosCi'+a') 

r^ oos/J/ 



a' i + coa(«'+ «O* 

et si Ton ajoute cette équation k la précédente^ il en résulte 

/•*' (cos V + cos v) dv' ^_^^ sin V sin ai 

le [i + cos (i' + i/)J» ^" I + cos {y + *') 1 + 005(1^ + 11') ^ 

d'où l'on conclut 

«- Jtf i-hcos(i'+y) j II i + cosCi' + ir) 

J'effectue ces intégrations par les règles ordinaires^ puis je subs- 
titue la yaleur de k qui en résulte dans celle de Z; il vient fina- 
lement 

Z = î{sin V [tangl(aH-éO- **«g5(*+ *')] 

— sin d [tangi(a + €/) ~tangi(a'+- 6)]}. (4) 

Si l'on eût intégré d'abord par rapport à v^ et ensuite par rapport 
à 1^, on aurait trouvé cette autits formule : 

Z = î{sîn6[tangi(a'+6)-!ang.^(6 + é')] 

— sin a Qang i (a + a';— tang j (a •+ i')]} , (6) 

qui doit être équivalente à la précédente. 

12 
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Dans les applications qu'on fera de ces deux formules | on se sou- 
Tiendra que les différences b ^— a et i/-^ a' sont supposées toutes 
deux positives. 

Relativement à la quantité V du n^ 38, il faudra prendre les lignes 
MF, MF, MA^ MN, de la figure lo, au lieu des droites CÀ, CB, 
CA', CB', de la figure 12 , et la ligne FMO à la place de Taxe ECD, 
à partir duquel sont comptés les angles a, a!^ b, b\ On aura alofB 

a = o, é = FMB's= ne — iê, 

a' = A'MO=:aP— -jr, ft'=OMN = ûi— ' ît; 

Où étant, comme dans le n^ 4^9 Tangle RMN, obtus ou aigu, mais 
toujours ccmipris entre zéro et 9r, ce qui rend positives les diffé- 
rences ^ — - a et b' — a\ Il en résultera immédiatement 

V = — ç sin ûi , 

m 

quand on fait usage.de la formule (5). Lorsqu'on emploie la for^ 
mule (4)> on trouve 

_ • 

V = jf jcos co tang Q^ •"- ' ^) "h ^os cê — ^sîn ai cot -^ â» 

quantité qnW peut effectivement réduire à — - jf siû ûi. Dans le cas 
particulier de ai s=: -tt , la figure xo montre que la force V est égale 

a la force F du n^ 38, dont la valeur est, en effet, P = — q: 

(45)« La quantité Z devient, en général, infinie, lorsque Tune 
des sommes a-^-a', b'^b\ a + &', a'+^, est égale à sbTT; ce 
qui tient à ce que les deux prismes ont alors une face commune, 
et qu'on a supposé leurs faces infinies. Mais si , en même temps , 
l'un des angles a, 6, a% V^ est zéro ou d= ^, le terme qui ren* 

drait la valeur de Z infinie se présente sous la forme -, et est réel- 
lement indéterminé ; circonstance qui exige une attention parti-* 
culière* 

Supposons, par exemple, que les droites CA et CA'se confondent 
avec CE (iig. î5), en sorte que Ze exprime l'action exercée, suivant . 
la direction CD , par le prisme dont la section est BCE , sur la 
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couche liquide située à gauche de DCE et augmentée ou diminuée 
d'une partie correspondante à l'angle DCB' , selon que la droite CB' 
tombe à droite ou à gauche de CD^ c'est-4i*dire selon que l'angle b^ 
est positif ou négatif. Ou aura alors 

a = o, fl'= — -jr, ft = ECB, A'5=DCB'; 

et en faisant 

sinatang-(a*4*a')s=:a:, sin a'tang -(a + a')=«% 

les formules (4) et (5) deviendront 

Z = q Tsin b' tang -b' — sin b' tang -^ (A + i&')— x' J , 

Z es — ç jsin b cot - ft *f- sin i tang - (fr+ ^OH" -'^ ] - 

Or, X et x' dépendant de deux quantités a et a' indépendantes entre 
elles, on ne saarait déterminer, à priori ^ les véritables valeurs de x 

et â/j t}ui se présentent sous la forme - pour les valeurs particu«* 

Hères a=:oeta'=: — «tT; mais il y a un cas dans lequel on a évî*- 
demment Z = o , ce qui suflSt pour la détermination des inconnues 
X et a^. Ce cas a lieu quand on fait coïncider CB et CB' avec les 
deux parties CG et CG' de la perpendiculaire à DCE mîenée par le 
point C ; car il est évident que laction de GCE sur G'CE est nulle 
suivant la direction CD. Si Ton fait 

ft=ECG = i^, A'=DCG'=— -^, 

il faudra donc qu'on aitZsso; d'où l'on conclut xss-— i, x'=i. 
Par conséquent, on aura 

Z = çrsînA'tangi*' — sin*'tangi(ft + AO — 'T 
Z = — 9 [ sin & cot - 6 -4- sin 6 tang -{b + b') — 1 |. 

On vérifie sans peine l'égalité de ces deux valeurs; nous pren- 
drons leur demi -somme pour l'expression de Z, que l'on pourra 

12.. 
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écrire ainsi : 



Z=:— -^(oos b 4-cosi') — -q (sîn b -|- mû b*) tang - (^ + ^')* (^) 

On vérifie aussi, non pas chacune des yaleurs de «r et x'f mais leur 
différence; car, à cause de 

sin </ — • sia a =3 asin -(a'— a)cos-(a4-^)^ 
cette différence est 

a/ — or = a sîn - (a! — a) sin - (a -f- a') , 

et, par conséquent 9 x' — a: = a, dans le cas de as=o, â'=ss-^^. 

Si l'on fait coïncider la droite CB' avec le prolongement CF de la 
droite CB, on aura b^s=: — bi ce qui réduira la formule (6) à 

Z = — qcosb} 

Zi étant alors l'action exercée, suivant la direction CD, par le 
prisme qui répond à BCE sur la couchç liquide correspondante à 
FCE. En prenant pour b le sirpplément te — â» de l'angle qui a été 
désigné par o^ dans le n"* iS, la force Q, dont on a calcujé la valeur 
dans ce numéro , sera l'intégrale de — Zds étendue à tous les élémens 
ds du contour de la couche liquide, sur laquelle cette force s'exerce. 
Or, à cause que la constante q est ici la même que dans le n° i8, 
on voit que cette valeur 

Q sa ^^fZds = — qfcos mds^ 

coïncide avec la formule (lo), que l'on a obtenue d'une autre ma- 
nière. 

La formule (6), ainsi que chacune des équations (4) et (5), suppose 
que les faces des prismes s'étendent à l'infini ; ce qui n'a pas lieu 
dans le cas de la force (^ du n^ 38. Mais si l'on prolonge indéfini- 
ment les lignes OF et ÂG au-dessous de la droite GL (fig. lo), 
on n'altérera pas la valeur de Qc; car, par là, on y ajoutera l'ac- 
tion de CFL sur le prolongement de C, qui est nulle suivant FO, 
et les actions de LFMB' sur ce prolongement et de LFC sur C , 
qui sont égales et ooniraîres. Nous pouvons donc appliquer la for* 
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mule (6) à la quantité Q; et, pour cela, il y faudra faire 

6'=:0MA'=:«» — », & = FMN = -îr— «; 

(ê étant le même angle KMN que dans la yaleur de V du numéro pré- 
cédent. De cette manière, on llrouve 

Q = 9 (sin oà 4- cos m) ; 

on aura , par conséquent , 

V + Q = 17 cos a ; (7) 

et 1 équation (5) deviendra finalement 

jT — •'sssCjr + ^rOcosa. (8) 

(46). Les normales ji la surface du tube et à celle du liquide, me- 
nées par le point 0^ étant sensiblement parallèles aux droites MK et 
MN, on peut rapporter cette dernière équation è ce point même de la 
surface du liquide. Ainsi , en un point quelconque O de la surface ca- 
pillaire, dont la distance è la paroi du tube est insensible ^ mais phis 
grande que les rajrons d'actiyité des molécules du tube et du liquide , 
l'angle <» compris entre la partie extérieure de la normale au liquide 
et la perpendiculaire abaissée du même point sur la paroi voisine 
du tube, est indépendant de la courbure du tube et donné par l'équa- 
tion (8). 

Dans ce qui précède, nous avons supposé qu'*il s'agissait de la sur- 
face libre d'un liquide placé dans le vide ; mais on parviendra à un 
résultat semblable , si l'on suppose que le point appartienne à la 
surface de séparation de deux fluides quelconques , pourvu qu'il soit 
toujours situé à une distance insensible de la paroi du tube : il sera 
facile, en effet, de voir comment l'équation (8) devra être mo* 
difiée. 

Nous supposerons, dans ce cas général, que les quantités q et tw 
appartiennent au liquide inférieur; nous désignerons par q^ et 4r' ce 
que ces quantités deviennent relativement au liquide supérieur, en 
sorte que e^ soit une force provenant de Faction du tube sur la 
couche adjacente de ce liquide, et dirigée en sens contraire de la 
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force £9 da n* 58; nous étendrons, comme dans le n^ o^^^ Tint^rale 
représentée par q^ aux couches adjacentes des deux liquides; enfin, 
nous désignerons par ^ Tangle comptis entre la partie de la nor- 
male à cette sur&ce , contenue dans le liquide supérieur, et la per- 
pendiculaire à la paroi du tube, menées Tune et l'autre par le 
point 0. On verra, sans peine, que l'équation (8) devra être rem- 
placée par celle-ci : 

c'est-à-dire 

K==Gcos(p, (9) 

en faisant 

ç^^-.ç'4.i»'=1K, 9 + ç' + 9.= ^G. (10) 

Le coefficient G entre déjà dans l'^équation (7) de la surfece ca- 
pillaire (n^ 29); le coefficient K est une autre constante qui dépen*« 
dra de la matière des deux liquides et de celle du tube, à raison 
des quantités 9 et 49^. Si Ton appelle F et F^ les valeurs de K qui 
auraient lieu • relativement au Hqnide inférieur et au liquide supé- 
rieur, considérés isolément , on aura 

K = F — T; 

en sorte que la valeur générale de K peut se conclure de ses deux 
valeurs particulières, ce qui n'a pas lieu à l'égard du coefficient G. 

L'angle 9 sera constant pour tous les points du contour de la 
surface capillaire, si toutefois le tube est homogène. Si la matière 
du tube variait par degrés insensibles, l'angle (p varierait de même, 
et serait toujours déterminé, en chaque point, par l'équation (9). 
Réciproquement, quand cet angle sera donné par Tobeervation , il 
fera connaître la valeur correspondante et le signe du rapport de 

Kà G. 

(47). L'équation relative ^u contour de chaque surfieice capillaire 
servira à déterminer les fonctions arbitraires contenues dans l'inté- 
grale de l'équation de cette surface ; mais cette dernière équation 
étaot du second ordre, son intégrale complète renfermera deux 
fonctions, et il faudra deux conditions particulières pour les détermi- 
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ner. Or, la jirojection du contour sur le plan des x ^ jr sera tou- 
jours une courbe fermée. Il y aura donc detoc valeurs de jr en 
fonctions de x , qui ix^pondront à cette courbe ; et> l'équation du 
contour devant subsister pour chacune de ces deux valeurs , sera* 
réellement double, et fournira les deux équations néclessaires. Dans 
ces calculs, on pourra prendre, sans erreur sensible, pour la pro«» 
jection du contour de la surface capillaire , celle de son intersection 
avec U paroi du tube. 

Si 1 on a placé dans l'intérieur du tube un autre corps solide , un 
cylindre, par exemple , qui traverse le tube suivant sa longueur, 
réquation du contour aura lieu relativement à la surface extérieure 
de ce cylindre et à la surface intérieure du tube. Toutefois , pour 
qu'elle s'applique à la surface du cylindre , il faudra que so^i diamètre 
ait une grandeur sensible; car cette équation suppose que les rayons 
de courbure de la surface du corps solide, contre laquéUe le liquide 
s'appuie, soient extrêmement grands et comme infinis par rapport au 
rayon d activité moléculaire; condi^on sans laquelle il n'aurait pas 
été permis de considérer, dans 1 analyse précédente, la surface de ce 
corps comme un plan, dans toute l'étendue d'activité de 9ts molé- 
cules et de celles du liquide. En supprimant le tube , on aura le cas 
d'un liquide qui s el&ve ou s'abaisse autour d'un corps solide. 

En substituant aux variables x et jr^ les coordonnées polaires du 
point auquel elles appartiennent, c'est-à-dire son rayon vecteur r 
et l'angle 8^ qu'il fait avec un axe fixe , l'ordonnée z sera une fonc- 
tion de r et 6 qui ne devra pas devenir infinie pour r=o, lorsque 
l'origine de ce rayon sera la projection horizontale de l'un des points 
de la surfiaice capillaire j cl qui devra être nulle pour r = oo , quand il 
s'agira d'un liquide indéfiniment prolongé, dans lequel on aura 
plongé Tune des extrémités d'un corps solide* Ces conditions pour*- 
ront remplacer, en partie, celles qui résulteraient de l'équation re- 
lative au contour de chaque surface capillaire. 

On conclut de là que les équations des surfaces capillaires qu'où a 
données dans les n"^ ^9 et 3o, celles qui appartiennent à leurs con- 
tours, l'équation indiquée dans le n* 3o et relative au volume du li- 
cpiide supérieur, quand il y a deux liquides superposés, et', si Ton veut, 
}es conditions particulières à r =0 et r = oo , seront, dans tous les cas, 
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en nombre suflSisant pour la détermination complète de la surface d'un 
ou de plusieurs liquides, dans Tintérieur ou autour d*un corps solide. 
Ces diverses équations renferment donc la solution complète du pro- 
blème, qui ne peut plus présenter maintenant que des difficultés 
d'analyse : on peut les regarder comme insurmontables dans le cas 
d'une solution rigoureuse et d'un corps de figure quelconque , à cause 
de la forme compliquée de l'intégrale générale dont^ il faudrait par- 
tir, qui comprend, comme cas pailiculier, celle de l'équation re- 
lative à la surface de Taire minimn, et qui s'obtient, sous forme finie, 
par le même procédé; mais cela n empêche pas qu'on ne puisse dé- 
duire de ce système d'équations différentielles, comme on le verra 
dans les deux chapitres suivans , des formules applicables aux nom<- 
bi*eux et très divers phénomènes de capillarité, que les physiciens ont 
observés. 

(48). Si Ton suppose que la surface intérieure du tube soit celle 
d'un cylindre vertical, la ligne OMFC sera droite et verticale dans 
toute sa longueur; et il ne sera plus nécessaire, pour l'exactitude de 
l'analyse précédente, de prendre le point F, comme nous l'avons fait, 
à une distance insensible du point M. Supposons donc que le plan 
représenté par GFL, qui sera, dans ce cas, un plan horizontal, soit 
mené à une distance quelconque au-dessous de la surface ÂOB du 
liquide, et représentons par et sa distance au plan du niveau exté- 
rieur. Considérons le volume du liquide qui répond à LFMNB , le- 
quel sera sensiblement le même que celui du cylindre vertical, tron- 
qué par la surface capillaire, qui répond à LFOB. Soit gf«ë + A son 
poids ; € étant la base de ce cylindre, g la gravité, p la densité du li- 
quide, 6t A la partie de ce poids soulevé ou abaissé par l'action ca^ 
pillaire , selon* que cette quantité A sera positive ou négative. L'autre 
partie gpctC du poids dont il s'agit sera tenue en équilibre par la près* 
sion exercée en sens contraire sur la base 6, et qui représentera l'ac- 
tion du liquide situé au-dessous du plan GFL, sur la portion de li- 
quide que nous considérons; il faudra done que le poids A soit 
soutenu par l'action verticale de la couche environnante et qui cor- 
respond à GFMNA, sur cette même portion de liquidé. Or, l'action 
de chaque segment C de cette couche est égale et contraire à la somme 
des forces qu'on a représentées précédemment par T^, \êet Qi (n* 58); 
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si donc ou appelle c le contour de la base C, ou^ sensiblement , 
celui d'une section horizontale de la paroi du tube, et si Ton olv 
serve que les forces Te , Vi et Qé sont constantes pour tous les seg- 
mens C de la couche liquide, il faudra qu'on ait 

A + (V + Q + T)c = o, 

ou bien, en vertu de l'équation (8) et de la valeur de ÏT du n"" 4' » 

■'■•'•*. . * 

résultat qui coïncide avec l'équation (16) du n^ 56, en observant 
que le liquide étant placé àiùàs le vide, q^q% est la valeur du coef* 

ficient -H. • . 

Cet accord remarquable ëotre deux moyens aussi differens de dé- 
terminer le poids du liquide soulevé ou abaissé par l'action capil- 
laire, dans le caâ d'un tube cylindrique et vertical, peut servir de 
vérification à notre anidyse ; mais il faut remarquer que la méthode 
qui nous a conduit à l'équation (16) est la plus directe, et qu'elle 
est aussi la plus générale, en ce qu'elle ite suppose au tube aucune 
forme particulière. 
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CHAPITRE IV. 

Équilibre ctun ou de plusie^n liquides dans un tube cofUUaire. 



(49)« Je Mppofieni d'abord qa'il jCj fît qn'im seul liqQide homo^ 
gène et partout à la même temp^ture » ainsi que le tube de forme 
quelconque que Fou j a plongé par son extrémité inférieure, et je 
▼ais retenir, dans ce numéro, les formules relatiyes à Téquilibre de 
œ liquide, q^e Ton a obtenues eu diASvens endroits des deux cha- 
pitres préçédens. 

L*équatioQ commuiie à tons .les potpts de la surface libre du li- 
quide, qui sont à une distance des parois du tube plus grande que 
le rayon d'activité moléculaire^ ^t 

le plan des or et j^* est celui du nireau du liquide en-dehors du tube ; 
Toidonnée verticale ^ est positive ou négative, selon que le point 
quelconque M auquel ellç répond se trouve au-dessus ou au-dessous 
du niveau; X et A' sont les rayons de courbure principaux de la 
sur&ce au point M , et ils sont regardés conmie positifs ou comme 
négatifii , selop que les lignes de courbure tournent leur concavité 
ou leur convexité en-dehors du liquide ; p est la densité du liquide , 
ou , plus exactement , cette densité diminuée de celle de Tair, quand 
le liquide n*est pas placé dans le vide; on suppose alors que la 
pression atmosphérique est la même en -dehors et en -dedans du 
tube; enfin, g représente la pesanteur, et H un coefficient cons- 
tant donné par l'expérience, et qui dépend de la matière et de la 
température du liquide* 
Les formules relatives à la courbure des surfaces donnent 
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et 9 pour que cette valeur die ~ -f- 7 ^^t le signe conyenablej il faudra 

regarder Mii dëaomiiïateary dont le signe est ambigu , comme positif 
ou comme n^tif ^ selon <foe la nonmale menée par le point M y en- 
dehors du liquide, et la verticale menée par le même point , en sens 
contraire de la pesanteur ou dans le sens des z positives, feront un 
angle aigu ou obtus. 

Relativement i un point quelconque du contour de la surface 
du liquide, c'est-à-dire relativement à tous les points de cette sur- 
face qui sont à une distance însensiUe de celle du tube, mais tou-^ 
jours plus grande que les rayons d'activité des molécules du tube 
et du liquide, on a cette équation 

F = H cos », (5) 

dans laquelle » sera Fangle aigu ou obtus, compris entre la partie ex- 
térieure de la normale an liquide menée par le point , et la per«* 
pendiculaire abaissée du même point sur la paroi du tube la plus 
voisine de O ; H est le môme coefficient que dans Téquation (i) » et F 
une autre constaiale, aussi donnée par l'expérience et dépendante de 
la nature du £quSde et de celle du tube. 

Si Ton abaisse de tons les points de ce contour, des perpendiculaires 
sur le j^an dto x et ^, qui formeront la sur&ce d'un ^lindre vertical ; 
que Tcm appelle e le contour de sa base, c'est4hd!ire la projection ho- 
rizontale du contour de la surface capillaire, et que Ton appelle A le 
poids dans Xix d'un volume du liquide égal ii la partie de ce cylindre 
compnse entine sa base et la surface capillaire , on aura 

oii> ce qui est la même chose, 

A«-icFî (4) 



A étant regardé oonune positif ou comme négatif, selon que la sur- 

i3«. 
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face du liquide sera située au-dessus ou- au-dessous du plan des jc 
et j^. Quand elle sera coupée par ce plah^ A sera compose de deux 
parties I Tune positive et l'autre négative, et pourra, conséquemment, 
être nul , positif ou négatif* 

Quoique les deux constantes F et H ne puissent être données, 
comme nous l'avons dit, que par Tobservation , il ne sera cependant 
pas inutile de rappeler les formules qui serviraient à les déterminer, à 
priori j si les lois des actions moléculaires étiient connues enfonction5f 
des distances. En faisant 

et regc'vrdant r comme, une quantité positive donnée par réquation 

on aura 

I r'^ 

<vz=:-7rr' r r r' - dudsd/. 

a J O J oj O T 

Dans ces formules, R, R', R,, sont des fonctions de r insensibles pour 
toute valeur sensible de cette variable , qui expriment l'action mu- 
tuelle des molécules liquides à la distance r et rapportée aux unités 
de volume, et quon regarde comme positives ou comme négatives, 
selon que cette force est répulsive ou attractive : R se rapporte à l'in- 
térieur du liquide, R. à sa couche superficielle, et R' à sa couche adja- 
cente à la paroi du tube. Ces deux quantités R, et R' sont , en outre , 
des fonctions symétriques de s et s\ qui varient tràs rapidement avec 
ces variables, et se confondent avec la fonction R,. dès que s et s' sur* 
passent le rayon d'activité moléculaire. La limité / des intégrales re- 
latives 2l s tX s' doit être de grandeur insensible, mais plus grande 
que ce rayon, et l'on peut supposer qu'elle soit la même pour q^ et 
pour nar. On démontre que ces quantités ne changent pas sensible-* 
ment avec la grandeur de / ; et Ton fait aussi voir qu on aurait 

îi = — ^î> ^ = 25^, 
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si Ton faisait abstraction de la variàtioD de densité dans l'épaisseur de 
la couche liquide a laquelle répond chacune de ces quantités^ et que 
l'on regardât, en conséquence, chacune des fonctions R| et R' comme 
indépendante de s et / en-*dehors de r. 

A la rigueur, si le liquide n'est pas placé dans le vide, l'intégrale re- 
présentée par g, devrait s'étendre à la couche atmosphérique adjacente 
à sa surface , et l'expression de II devrait contenir un troisième terme, 
relatif à l'action mutuelle des molécules, d'air dont cette couche est 
formée. Mais l'observation ayant prouvé que les phénomènes capil- 
laires sont les mêmes dans le vide et dans l'air, il parait que ce 
troisième terme n'a aucun effet sensible, non plus que la partie de 
9, qui proviendrait de l'action mutuelle des molécules de l'air et 
du liquide; et, pour cette raison, nous njr am*ons point égard. 

(00). Voici actuellement les conséquences les plus générales qui 
résultent des formules précédentes. 

L'équation (i) montre que la surface du liquide ne pourra reste!* 
plane, à moins qu'elle ne soit horizontale et qu'elle ne coïncide 
avec le plan du niveau extérieur. En vertu de l'équation (5) , il 
faudra, pour cela, qu'on ait F = o; réciproquement, quand cette 
condition aura lieu, on satisfera aux équations (i) et (3), en pre- 
nant z= o, et il n'y aura ni élévation ni abaissement du liquide.'; 
dont la surface demeurera horizontale. Mais j'ai déjà remarqué (n° 20) 
qu'on ne peut pas déterminer , à priori, la proportion des actions 
moléculaires du tube et du liquide que ce cas particulier suppose. 

Quel que soit le signe de H, il résulte de l'équation (4) qu'il y 
aura, en général, élévation ou abaissement du liquide, selon que F 
sera négatif ou positif, à moins que la surface du liquide dans l'in- 
térieur du tube ne soit coupée par le plan du niveau extérieur, au- 
quel cas il j aura à la fois élévation d'une partie du liquide et abais- 
sement dans une autre partie. 

Si la surface intérieure du tube est celle d'un cylindre vertical , A 
exprimera le poids du liquide soulevé ou abaissé par l'actiou capil- 
laire; il ne changera pas lorsqu'on inclinera le tube (n* 36) ; et, pour 
un même liquide et différens tubes de même matière, il sera propor- 
tionnel, en vertu de l'équation (4), au contour c d'une section hori- 
zontale de la surface intérieure de chaque tube. Si l'on appelle b 
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Faire de tettb «eétÎM!, et k l\>tâmittée moye&tie é$ b surbice du 
liquide, cm iUri 



et, par conséquent, 



gpf^f 



Or, . pour des cylindres ou des prisnièB sémblaMes , Tare b est pro- 
portionnelle au carré de c $ rëlëvatiou tnOjnentie k dii liquide au-dessus 
de son niveau ettërieur, seri d6nc de méiue signe que F et en raison 
inverse du contour c , ou ^ plus généralement , en rakon inverse 
des lignes homologues des sec^ns faoriaontales, qu'on Suppose être 
des fîguries senkbIaUes. 

(5i). Maintenant, considâx)ils, en partic^ier, le cas le plus ordi- 
naire, celui d'un tube capillaire dont la surfiice intérieure est celle 
d'un cylindre vertical à base circulaire , et qtu a son extrémité infé- 
rieure plongée dans un liquide hohiogène. 

La surface bapiUaire Sera alors une surface de révolution ayant 
pour axe celui du tube ; au point où elle coupera cette droite , et que 
j'appellerai C, ses deux rayons de courbure seront ^ux et de même 
signe. En appelant y leur valeur commune, on aura donc As» X'ssy; 
et l'on devra considérer y comme positif ou comme négatif^ selon 
qu'au point C le liquide sera concave ou convexe. Si Ton désigne par 
h l'ordonnée verticale de ce point C , positive ou négative , selon qu'il 
sera situé au-dessus ou au-dessous du niveau du liquide en-dehors du 
tube, on aura, d'après l'équation (i), 

A « ^. (6) 

A cause qu'il est indispensable d'avoir égard, en même temps, à 
l'attraction mutuelle des molécules fluides et k leur r^ukion cidori* 
fique, ainsi que nous l'iivons prouvé dans le chapitre premier ^ cet 
ouvrage, il s'ensuit qu'on ne saurait déterminer, à priori, le signe 
de H; Car la force, d'où dépendent les deux parties q et q^ det:ette 
quantité, change alors de signe dans l'étendue de ses vuleura seii* 
sibles, selon que l'attraction k la distance r est plus grande ou moindre 
que la répulsion. Mais l'expérience ayant constamment prouvé que 
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rélévation du point Ç est toujours aecomp^gnëe de la concavité du 
liquide, et que son abaissement n'a jamais lieu sans que le liquide 
ne soit ccnfw^xtf il faut que h ait, dans tous les cas, le même signe 
que yf ce qui exige que H spit toujours une quantité positive. Cela 
nous montre que, dans TintégratioB d'où dépend la valeur de q, 
qu'on peut considérer comme la partie principale de H, c'est la force 
attractive qui est prépondérante ; tandis qu'au contraire la force ré*»- 
pulsive l'emporte, en général, dans la sommation relative à la pres- 
sion sur une sur&ce plane (n^ 7); niftis ces indications ne suffisent 
pas pour qu'on en puisse tirer quelques conséquences précises sur les 
lois de décroissement de ces deux forces, et sur l'étendue relative de 
leurs rayons d'activité. Quoiqu'il en soit, nous. regarderons doréna** 
vaut H comme un coefficient positif, dont la valeur absolue variera 
seule avec la matière et la température du liquide. 

(5a). Je représenterai par a le rayon dWe section horizontale, 
faite dans ia surface intérieure du tube, que l'on prendra, sans er-» 
reur sensible, pour celui du contour de la surface capillaire, tracé 
sur cette surfisice à distance insensible de celle 4u tube, et auquel con- 
tour l'équation (S) appartient. Si le rayon a est extrêmement petit, 
on pourra supposer, du moins dans une première approximation » 
que la surfisice capillaire coïncide avec celle de sa sphère osculatrice 
au point C. On aura alors 

coso»ss — *, 

y 

en observant que , d'après le signe qu'on attribue à y , cette quan- 
tité est positive ou négative, selon que l'angle eo est obtus ou aigu. 
En vertu de l'équation (3) et de la formule (6), nous aurons donc 

«H , F 

ce qui montre que le point C s'abaissera ou s'élèvera suivant que la 
quantité F^ dépendante de la matière du liquide et de celle du tube 
sera positive ou négative; et, d'âpre la seconde formule, l'abais- 
sement ou l'élévation de C , pour un même liquide et différens 
habes d'une même matière, serait en raison inverse de leurs dia-^ 
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mètres ; mais cette loi est un peu modinëe dans la seconde approxi- 
mation. 

Le degré et le sens de la convexité de la surface capillaire dé- 
pendant du rapport de F à H et du signe de F, il est bon de cher- 
cher à se rendre raison des diverses valeurs de ce rapport pour 
difiërens liquides. Voici ce que Ton peut dire à ce sujet. 

i^. Lorsque la matière du tube n'exerce aucune attraction sur 
celle du liquide qui s'appuie contre sa paroi intérieure , la couche 
du liquide adjacente à cette paroi doit être dans le même état que 
la couche sujierficielle en contact avec l'atmosphère. Ces deux cou- 
ches liquides y dune épaisseur insensible , transmettent la pression 
intérieure y Vuae à la surface de l'air, et l'autre à la surface du 
tube; et cette pression est détruite par celle qui est exercée en sens 
contraire sur ces mêmes couches, et qui est due â Faction du calo- 
rique propre , soit des molécules du tube , ^it des molécules de 
l'air, sur celui des moléculies du liquide. Cela étant, les forces R, à\. 
K' seront les mêmes ; on aura donc ^ = — ç,j d'où il résultera 
F = H , cos « == 1, > = — *; et la surface du liquide sera celle 
d'une demi-sphère convexe par en haut. Ce premier cas est celui 
de l'eau contenue dans un tube dont la surface intérieure est enduite 
d'un corps gras. 

2^. Si l'attraction du tube n'est pas nulle, la variation de densité 
du liquide ne sera plus la même près de 1^ surface libre et prèi de 
la paroi du tube, et l'on n'aura plus <Z9*=:'— ç,. Lorsque l'action mo- 
léculaire du tube sera la même que celle du liquide, celui-ci se 
trouvera dans le même état que s'il était contenu dans un tube 
formé dé sa propre * matière ; il n'éprouvera donc plus aucune varia- 
tion de densité près de la paroi du tube; par conséquent, on a.; ; 

Br = 3y (p? 49) J c® V^^ donne -F = — ç, et d'où il résulte 

Vu l'état de dilatation du liquide dans l'épaisseur de sa couche super- 
ficielle, à laquelle répond l'intégrale que q^ représente, il est naturel 
de penser que cette quantité q^ est peu considérable relativement à q. 
Dans ce second cas, le rayon y doit donc peu différer de celui du 
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tube, et la forme du liquide doit être k peu près un hémisphère 
concave. 

3*. D'après Texamen de ces deux premiers cas, nous pouvons ad- 
mettre que si la force attractive du tube passe graduellement de zéro 
à une intensité égale à celle de l'attraction du liquide sur lui-même , 
la quantité 4r passera en même temps de — 9, à 9.47 ; la quantité F, de 
H à une valeur peu différente de — * H| et la forme du liquide , d un 
hémisphère convexe à une surface concave, à peu près hémisphé- 
rique 9 sans qu'on puisse assurer néanmoins que la figure du liquide 
et la valeur moyenne F c=c o répondent à une attraction du tube 
égale à la moitié de celle du liquide (n" 20). 

4^. L'attraction du tube continuant d augmenter et devenant supé- 
rieure à celle du liquide, on peut aussi admettre que F continuera de 
varier dans le même sens qu'auparavant, et finira par surpasser — II, 
abstraction faite du signe, Alors* l'équation (5) ne sera plus possible; 
et comme elle est nécessaire à l'équililjre du liquide, cet état sera 
également impossible. On en doit donc conclure que quand l'attrac- 
tion du tube sur le liquide l'emporte sur l'attraction propre du li- 
quide, une couche de ce fluide, d'uni épaisseur aussi petite que l'on 
voudra, s'élève au-dessus de la surface capillaire, le long de la paroi 
du tube et jusqu'à son extrémité supérieure. Dans ce cas, ou pourra 
remplacer la paroi du tube par une surface cylindrique, tracée dans 
l'intérieur du liquide et indéSniment prolongée au-des9us et au-dessous 
de la surface <:apil]aire. On supposera que l'action du tube nés étend pas 
jusqu'à cette paroi fictive, et que la distance de cette paroi à la surface 
extérieure de la couche mince du liquide, élevée au-dessus de la sur- 
face capillaire, soit insensible, mais plus grande que le rayon d'acti- 
tivité des molécules du liquide. De cette manière, on aura ^ss 2rji 
et pour tenir compte, dans le n° 58, de l'action exercée sur le seg- 
ment qu'on a appelé C , par la couche verticale du liquide supé- 
rieure à C, il faudra diminuer cette force tr, de celle qu'on a dé- 
signée par U ( n* 4^) et qu'on a trouvée égale à — ç,. On aura 
donc , dans le cas dont il s'agit , 

et, par conséquent, y ^si %i c'est«à*dire que le liquide sera con- 

14 
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cave et hémisphërique. C'est ce que Ton obserye, en effet, toutes 
les fois que le tube est susceptible d'être mouille par le liquide , et 
qu'il a été préalablement hnmecté dans toute sa longueur. Lorsque 
Ton n'a pas pris cette précaution , le frottement du liquide contre 
le tube s'oppose à l'élévation de la couche mince du fluide au-des- 
sus de la surface capillaire ; ce qui donne lieu, comme nous l'ex- 
pliquerons plus bas, à différens états d'équilibre , dans lesquels la 
courbure de cette surface et sa hauteur au-dessus du niveau inté- 
rieur n'atteignent pas leur maximum. 

(53). Dans le cas de F = — H , qui a lieu le plus communé- 
ment, on aura 

en ne considérant, pour abréger, que la partie principale q de H, et 
substituant sa valeur en intégrale définie. 

Supposons que la température change, et que A, p, R, deviennent 
h', p^, K'} on aura de nuéme 

en négligeant la petite variation de «^qui pourra avoir lieu. Or, 
quand la densité augmente ou diminue, le nombre des molécules 
que renferme chaque unité de volume, varie suivant le même rapport j 
par cette raison, la quantité R, qui représente l'action mutuelle de deux 
unités de volume du liquide, devra varier dans le rapport du carré 
de la densités D'ailleurs, la force attractive de deux molécules ne 
change pas avec leur température, mais seulement leur répulsion 
mutuelle, qui dépend de la quantité de chaleur qu'elles contiennent. 
La première de ces deux forces étant prépondérante dans la valeur de 

RHé/r, si l'oi;! fait abstraction de la variation de la seconde, 

il suffira donc de faire 

il- ,. , 

et en comparant l'une k l'antre les valeurs précédentes de h et h', 
on aura 



/ 
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lit mmm* ~~~ a 

L'expérience montre, en effet, que pour un même liquide à diffé* 
1 entes températures^ l'élération du poiot € crdlt proportionnelfe.menl 
à la densité ; ce qui donne lieu de eroire que U force répulsive de la 
chaleur, ou du moins sa variation, que nous ayons négligée ^ n'a 

quune influence inisensible sur Tintégrale / Rr*û2r. 

Si l'on désigne par u et it deux fractions positives dont la somme 
soit Funité, et qu'on mêle ensemble deux liquides dans la proportion 
de li à £/, il est aisé de voir que la valeur de cette intégrale, relative 
au mélange , sera de la forme : 

en désignant par U, U, ^ U'y des coefficiens indépendans de i^ et i^ , 
supposant que les températures des deux liquides sont égales entre 
elles et les mêmes avant et après le mélange , et négligeant toujours 
le changement d'intensité de la force répulsive qui peut résulter de 
l'absorption de chaleur dont la mélan^ est accompagné. Cela étant, 
si l'on désigne par p la valeur du produit Àp qui répond au liquide 
mélangé, on aura 

fy Ji f r 9 étant aussi des quantités indépendantes de u et ul^ dont 
la première et la dentière sodt les valeurs de ^p relatives aux deux 
liquides séparés. H serait intéressant de vérifier cette formule , par 
l'expérience^ pour différentes proportions de ces deux liquides, en 
supposant y* et f^ connus, et après avoir déterminé f^ d'après la 

valeur de p qui répond , par exemple., à n = f/ ;^ -. Si elle s'ac- 

cordait avec l'observation, Fhjpothèse de la non-influence sensible 

de la chaleur sur la valeur de / Kr^dr^ autrement que par la dila- 

tlon du lipide, se trouverait tout-à-fait oonfimaée. 

(54)* I^es réflexions précédentes se rapportent à la partie ph^rsique 
de la question. Revenons actuellement à la partie mathématique , et 

i4«- 
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considérons de nouveau U surface de révolution qui termine un li- 
quide cdntenu dans un tube cylindrique , vertical et à base cir- 
culaire. 

Si Ton prend 1 axe de ce tube pour celui des z y et qu'on appelle 
t la distance du point quelconque M de cette surface à cette droite , 
on aura 



l'ordonnée z du même point sera une fonction de t; et, cela étant, 
on trouvera que l'équation (a) devient 



d^ '^IdîVd^J I 



(■+©' 



X ' x" 



ce qu'on peut aussi voir en observant que les deux rayons de cour- 
bure principaux d'une surface de révolution sont le rayon de cour- 
bure de sa courbe génératrice, et la normale à cette courbe, dont 

la longueur est t ^ /^ — . En faisant 
i équation (i) deviendra donc 



d*s , i dz / . d!ï»\ 
dF + lTi V'^TS^)_ 



et l'oQ pourra la remplacer par 



dM 
'^' ^.^fzidt, (7) 



qui s'en déduit en la multipliant par tdt et intégrant, et dans la- 
quelle Tintégi-ale /ztdt conmiencera avec la variable t. On aura , 
en même temps, 
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àx 



COS«( = 



le signe du dénominateur étant le même que dans le premier membre 
de l'équation précédente^ où il se détermine conmie il a été dit 
plus haut ( n^ 49)* ^^ issfat on fait aussi 

réquation (5) deviendra "'^ 



^ + »v/.+g = .= (8) 

elle n'aura lieu que pour £ = a ; et la constante h qu'elle renfeimé 
ne surpassera pas db i . 

Cela posé , Tapproximation à laquelle on s'est arrêté , dans le 
n® 5a I revient à prendre 

en regardant le radical comme une quantité de même signe que y. 
pie suppose que le rayon iot du tube soit très petit par rapport au 
produit ah. Pour la pousser plus loin , je ferai 



» . .• » 



u étatet une variable très petite et telle que l'on ait i« sa o et 

-^^ssiOf quand < = 0| afin que h soit toujours l'ordonnée du point 

C où le plan tangent est hori^Eontal; et y' désignant une constante 
peu différente du rayon de courbure y^ relatif au même point. En 
vertu de l'équation (6)^ on aura, oomme précédemment. 

En substituant la dernière valeur de z dans le second membre 
de l'équation (7), oki y pourra, dans cette seconde approximation, 

négliger le terme -zfutdt. De cette manière, on aura 
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ix 

Je substitue la mâme valeur de z dans le premier membre , et je né* 
glige le carré de ^ ; tirant ensuite la valeur de ^ , il vient 

di \y^Za^ 7/(y»_|.)î San V^jfc? ' 

Or, pour que lu valeur de» qui en rësubem ne devienne très grande 

pour aucune valeur de ^ ^ il faudra que le terme divisé par (y*— ^')* , 
disparaisse de cette expression ; on fera donc 

d'où l'Qn tire y à très peu près, 

à cattee que Ton a supposé y très peu différent de y y ce qui exiger; 
que la (iraction - soit très petite ^ et résultera efiectivement de la 
supposition de d trèr petit par rapport k (A. On aura maintenant 



et, par conséquent, 

U ne reste phia t^pHk déterminer A et y. Or , les équations (7) et (8) 
donnent 

y <i j o 
E^, et observant que A ss — . On en déduit 

« «•je 
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A la place de ti,y je meta dans ^res ëquatiens la. temiidd (lo), mcniia 
fion premier terme. En nagligaast les termes- dKnsés par a^^ il Tient 
d'abord 



d'où l'on tire la valeur dç 7, et ensuite 
On aura, en outre, 



>'=^-ÎH-^(^~**)(i--V^^=^). 



*û* / i^ay 2(y» — «•) 



>'4--éï 



1 



« ^ ' 3«V 3a* 

« 

OÙ l'on substituera pour y sa valeur précédente. 

On ne pourra plus faire usage de ces formules, lorsque 6 sera une 
fraction peu considérable. Si elle est très petite, la courbure du li- 
quide le sera aussi ; y sera don<c très grand par rapport à a ; et l'on 
satisfera, par approxiînation, aux équations^) et (8), en prenant 

^ = A+^f A=f, > = -?• 

(55). Toutes choses d'ailleurs égales, si le tube, au lieu d'être 
plongé dans le liquide par son extrémité inférieure , est adapté par 
son autre bout à un orifice pratiqué au bas du yase qui contient le 

liquide , les équations (7) et (8) auront encore lieu (n® 5o) ; mais le 

■ ^ 

radie»! \/ 1 -H ^ y sera de signe contraire à celvi ^'il avait dans 

le cas précédent j et , dans la première appttnmurtioo , il fiind» 
prendre 

Je radical s/y'^ — ^ étant» oomnM précédemment, de même signe 
que le rayon y. Or, ponr avoir égard ji ces différences, il snffii» de 
compter les z positives en sens contraire de la pesanteur, et de chan- 
ger le signe de cette force, et, par conséquent, a* en — «• dans les 



lia 
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tbrmales précédentes. Il en rnolte qae râbeisaement du liquide au- 
dessous de son niveau, dans ce vase, sera un. peu différent , selon 
que le tube y sera plongé par son extrémité inférieure, ou qu'il y 
sera adapté par son extrémité supérieure. Si Ton a, par exemple, 
6 3=5 T, on aura >' =: — «t; et^ en vertu de Téquation (ii), cet 
abaissement sera 



fl* * . *' 



dans le premier cas, et, dans le second , 

ce qui excède de -.- H première valeur» Il faut évidemment que 

h soit positif, pour que Téquilibre soit possible dans le second cas. 
(56). Dans le cas le plus ordinaire, où le tube a été préalable^ 
ment mouillé par le liquide dans toute sa longueur, on a /^ ^ — i, 
7'= a, et l'équation (i j) donne 

Les seules expériences exactes qui aient été faites sur l'élévation des 
liquides dans les tubes capillaires sont celles de M. Gay-Lussac. Elles 
se rapportent à la formule précédente , et sont assez précises pour en 
rendre sensible la partie qui n'est pas en raison inverse de ol. Relati- 
vement à un liquide dont la matière et la température sont données , 
on dédun^a la valeur de a% de la valeur observée de h pour un rayon 
donné et, La formule fera ensuite connaître la hauteur h qui répond à 
TiLi autre rayon a, avec d'autant plus d'exactitude que la fraction 

-- sera moins considérable. 

Ainsi, par exemple ^ dans un tube mouillé d'eau à la température 
de 8%5, pour lequel on avait 

a = o""',6472 , 

M. Gay-Lussac a trouvé 

h = 25'"", 1634. 
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D«) en coadat 

a* s=s (15,1299) mUlimètres carrés; 

il en résulte que pour 

<» = 9-",95i9, 
on devra avoir 

^ SB i5"«,58ag. 

Suivant M. Gay-Luasaci on a i5"^,586i; ce qui ne diflire que de 
o'^ooSa. On peut remarquer que la différence serait beaucoup fAus 
grande , si Ton n'avait point égard au deuxième et même an troisième 
terme de la formule» 

Si la surface capillaire n^était pas tangente a la pftroi du tube^ et 
qu*on n'eût pas b=szpi^ il faudrait « pour déterminer la valeur de 
b, mesurer la flèche du ménisque qui termine le liquide, diins le 
cas d'une valeur particulière de a, et l'égaler k Texcès de la valeur 
de z relative k tssa, sur l'ordonnée h du centre C. Cette équa- 
tion, jointe a ceUe qui résulterait de la valeur de A, mesurée pour 
la même valeur de a , suffirait pour déterminer la valeur de b , 
en même temps que celle de il ; mais la mesure directe de la flèche 
du ménisque est peu susceptible de précision; et nous verrons, par 
la suite, quil y a d'autres moyens 4'obtemr les valeurs de â et & dans 
le cas où la surfac du. liquide fiut un angle avec celle du tube. 

(57)* Supposons que Ton plMe dans rintériènr d'un tube, comme 
celui que nous venons de considérée, un autre cylindre semblable , 
ayant le même axe vertical ; le liquide compris entre ce cylindre in- 
térieur et la paroi du tube sera encore terminé par une surface d^e ré- 
vdution. Si les angles « rebtifs à la matière du tube et k celle du 
cylindre août tous les deux obtus , la génératrice de cette surface 
sera concave par en haut; elle sera convexe s'ils sont tons les deux 
aigus ; et si l'un est aigu et Tautre obtus, elle pr^entera un point d'in- 
flexion. Dans les deux premiers cas,' il y aura sur cette surface une 
ligne circulaire et horizontale , pour laquelle toutes les normales a 
cette surface seront verticales, et qui en sera une ligne de courbure. 
En prenant X pour son rayon de courbure, on aura A s: 00 1 et si 
Ton appelle C celui de la génératrice en un point C , où elle coupe 

i5 
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la ligne horizontale, et que Ton regarde 6 comme positif ou comme 
nëgatifi selon que la génératrice sera concave ou convexe par en 
haut f on aura X' = Ç. En désignant donc par l l'ordonnée z de ce 
point C, nous aurons , d'après l'équation (i)^ 

et en comparant cette valeur à la formule (6) ^ on en conclura 

Si la distance comprise entre le cylindre et la paroi du tube est 
très petite, par rapport à la constante a relative à la matière du 
liquide , la génératrice de la sur&ce de révolution se confondra sen- 
siblement avec son cercle osculateur au point G. En appelant alors 
A la distance de ce point à la paroi du tube, on aura «s=— f coso), 
et , par conséquent , ^ ss ^ (n® S2), si l'angle a est le même que précé*- 

demment ; il en résultera donc Iss-h. Lorsque l'angle oà sera aussi le 

même à la paroi du tube et à la surface du çyl^idre intérieur, le 
point C se trouvera également éloigné de ces deux surfaces, et a 
sera égal k la moitié de la distance qui les sépare; d'où l'on voit 
que l'élévation ou l'abaissement du liquide entre ces deux corps de 
même matière n'est que la moitié de son élévation ou de son abais- 
sement dans un tube capillaire dont le diamètre est égal à leur 
distance mutuelle. Quand la matière du cylindre intérieur différera 
de celle du tube , le point C ne se trouvera plus à égale • distance 
des deux surfaces. Si l'on désigne par a' et e/ ce q«ie deviennent 
Aeiùà relativement à la surface du cylindre, on aura &':=—. Ccos ct\ et 

l'on pourra aussi prendre l^^-h'y en appelant h* la valeur de h dans 

un tube capillaire de la même matière que le cylindre et d'un dia- 
mètre égal à a^ La somme a -(- «' sera donnée, et Ton déterminera le 
rapport de ses deux parties, au moyen de Kéquation a cose»'s=ia'cos a»* 
Comme ces résultats sont indépendans de la courbure du tube et 
de celle du cylindre intérieur, et qu'ils supposent seulement leurs 
i^urfacos très rapprochées et partout également distantes Tune de 
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lautre , il s'ensalt qu'on peut remplacer le tube et le cylindre 
par deux corps terminés par des plans parallèles et terticaux. dont 
la distance mutuelle sdt très petite. Aiosi;, par exemple , dans le 
cas de la même matière , Télëyation ou l'abaissement d'un Uqaide 
entre ces deux plans , ou la valeur de L, sera moitié de celle de h 
qui a lieu dans un tube capillaire dont le diamètre est égal à leur 
distance mutuelle ; ce qui est conforme > l'expérience. Dans ce cas^ 
et dans celui d'un tube et d'un cylindre^ on pourra ^ si l'on veut, 
calculer la valeur de / avec plus d'exactitude par l'analyse du n"* 54 ; 
mais si la constante a n'est pas très grande par rapport à lepaisseur 
du liquide, ou bien^ sr les deux corps sont de matière différente , et 
que la surface du liquide subisse une inflexion , il faudra reco(urif 
a d'autres méthodes, ainsi qu'on le verra dans le chapitre VI , au« 
quel ce problème appartient plus spécialement. 

(58). L'analyse du n^ 54 s'étendra facilement au cas où la surface 
intérieure du tube, au lieu d'être cylindrique, sera une surface quel» 
conque de révolution, ayant toujours son axe vertical, et un dia- 
mètre très petit dans toute sa longueur. 

Dans ce cas général, soient OC A et DOE (fig. i4) les sur faces du li- 
quide et du tube, et FB leur axe commua. Par un point quelconque 
0, appartenant au contour de la surface du liquide, menons des per- 
pendiculaires ON, OK, OH, à cette surface, è. celle du tube et à la 
verticale FB. Supposons la normale OK comprise dans la matière du 
tube, et la normale ON extérieure par rapport au liquide, ce qui dé- 
terminera le sens de cette droite , en c^ervant que le point s'é- 
carte un tant soit peu de la paroi du tube. L'angle KON sera celui 
que nous avons designé par &) , et dont le cosinus est 6, en con- 
tinuant de faire F = ^H. Appelons / l'angle GOK , aigu ou obtus , 
que fait la normale OK avec le prolongement OG de OH, et C le 
cosinus de l'angle 60N compris entre le même prolongement et la 
normale ON. Nous aurons 



€^=sb cos i zt: \^i — b* sin i , 

selon que la droite OK tombera en-dehors ou en-dedans de l'angle 
GON ; et si nous désignons par ol le rayon OH du tube , qui ré- 
pond à la surface du liquide , nous aurons ensuite 

i5.. 
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S + ^\A+1 = «' (") 



eo Citant I â= « après les diflerentiatioiis. Dans cette équation , te 
nKtfcal aura le même signe que dans les équations (7) et (8). En 
la joignant k l'équation (7), on aura les denz équations quH s'agira 
de résoudre. 

faudra, pour cela, distinguer deux cas : le premier aura lien 
quand la verticale menée par le point ne rencoiitrera pas de nou* 
Teau la surface du liquide, comme dans la double figure 14 » 1® <^ 
coud, lorsque cette verticale rencontrera la surface en un /second 
point (y, comme dans la double figure i5. Dans le premier cas, il 
suffira de mettre ^ à la place de b dans les formules du n^ 54 # pour 
qu'elles s'appliquent aux équations (7) et (la); le second cas exigera 
une attention particulière. 

D j aura alors un certain point T, compris entre et (y, pour le- 
quel la tangente à la courbe OO^C sera verticale. Dans la partie TC 

de cette courbe , le radical \/ < + j-t sera une quantité positive , 

et dans la partie TO, une quantité négative, d'après ce qu'on a dit 
précédemment. ( n^ 49)* ^ s'ensuit que , quel que soit la constante y , 
on satisfera à Téquation (7), ou, par approximation, è Téqua- 
*î<^ (9) p depuis le point C jusqu'au point T, au mbjen de l'équa- 
tion (10), dans laquelle on fera toujours 

Pour satisfaire à Péquation (7), depuis le point T jusqu'au point 0, 
on prendra 

le radical ajrant le même signe que y', et p étant une variable très 
petite qui devra être telle que cette valeur de x coïncide au point 
T avec la formule (lo). Ce point répondra à t es yj il fiiudra 
donc qu'on ait 

Sa* ^ a ' 

pour cette valeur particulière daL 



\ 



j 



DE L*A€t%)N CAPILLAmE. 117 

Comme le point C u'appertimil pas à la partie TO de la ÈurtÊcep 
il ne sera pas nécessaire que Fintëgrale Jztdt, contenue dans le se^^ 
coûd membi*e de J*ëqualion (7) , s'ëyanoaisse arec t, quand on j subs* 
tîtoera là vah ur préoé^ente de- s. Je pourrw* donc suppo^r qn'en 

négligeant le terme ^/i^tdi, et mettant — au- lieu dé k^ Yéqwi^ 

tioA (7) deviei"i^ par la suhstitQlioQ dont il ft'agit, 

ds 3 

en sorte qu'elle ne dîflerera de Téquation (9) que par l4 signe du der- 
nier terme de son second membre ; ce qui est nécessaire potir que y 
soit le même que dans la foimulé (lo). Je substitue la même valeur 
de s dans le premier membre de cette équation (i5) ; je néglige le 

carré de •£} et en ayant. égard I la valeur de y, et observant que 
le radical y < + ^ ^ maintenant une quantité négative ^'â i^ent 

ee qwi donne 

I 

en intégir^nt et ea déterminant ta constante ailiitntire au moyen de là 
valeur d< i^^ iN^nd à tsa^y. La valeur correspondante de i sera 
donè 

ce qui ne diffère de la. formule (10) que par le signe du radical 

Ainsi , lorsque la surface capillaire est rencontrée en deux points 
par cbaque verticale , dans sa partie voiâine de la paroi du tube p 
l'équation (10) appartient à la surface entière, «ny prenant ce radical 
avec le même jugne que y% depuis le oentre de cette surfiice jusqu'à 



I 
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la courbe pour laquelle le plaa tangent est vertical p et avec un signe 
contraire y depuis cette coiiiâ>e jusqu'au contour de la sutâice. 

Quant à la valeur de y qu'il y faudra emplojner , on la dëtermi^ 
nera en faisant tssaa dans l'ëquation (i 3} ; ce qui donne , en mettant 
y au lieu de y' dans les termes divisés par a* , et ayant égard' à 
l'équation (la), 



d'où l'on tire 



1 



en négligeant les termes divisés par a^. On aura, en même temps, eu 
négligeant ceux qui ont a* pour diviseur, 

et si l'on compare ces formules à celles du n* 54 » on voit que l'ordon- 
née du centre de la surface et sa courbure en ce point ne diffèrent que 

par le signe du radical V^i — C* de celles qui ont lieu lorsque la sur- 
face n'est rencontrée qu'en un seul point par chaque verticale. 

D'après la remarque du d/* 55 , pour appliquer ces différentes for- 
mules au cas où le tube sera adapté par son extrémité supérieure au 
bas du vase qui contient le liquide, il suffira d'y changer a* en -^ a', 
et de compter les z positives dans le sens de la pesanteur. 

On peut observer que dans le cas de 'f = ri= i, on a y'zs:zf:(t; 
ce qui doit être, en effet, puisqu'alors le contour de la surface ca- 
pillaire coïncide .avec la courbe pour laquelle son plan tangent est 
vertical. 

(Sg)* Les différentes formules du numéro précédent supposent 
connu le rayon tt de la section du tube à laquelle le liquide s'ar-* 
rétera. Or, on formera l'équation dont sa valeur dépend, en éga«- 
lant entre elles les deux expressions de z qui répondent au con^ 
tour de la surface du liquide, et dont l'une sera donnée par l'équation 
de cette surface , et l'autre par celle de la surface intérieure du tube, 
qui fera aussi connaître l'angle i en fonction de a. S'il s'agit , pa*. 
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exemple I d-ua cane droit à base circulaire^ i sert Fangle doQDe et 
constant que fait fat génératrice avec son axe vertical, et Ton aura 

« = (* — e)tapgîy 

pour la valeur de z fSmraîe par Féquation de la surface du tube ; 
e étant le rayon de la section ftiite par le plan du niveau extérieur. 
On égalera donc cette -valeur à celle qui résulte de l'équation (lo)^ 
en y faisfint tz=zA^ mettant £ au lieu de by et donnant le signe con- 
venable au radical \/>'*"^**« 

(60). L'influence de l'indinaison 1 sur l'élévation et la courbure 
du liquide^ explique ee qui arrive quand il atteint l'une des deux 
extrémités du tube. 

Su{^sonSy pour fixer les idées ^ que la siftrface lutérieure du tube 
soit celle d'un cylindre vertical, et que ses extrémités soient termi-* 
nées par deux autres surfaces de révolution ^ ayant le même axe 
que ce cylindre. Soit FB cet axe (fîg. 16), DD' la génératrice de la 
surface intérieure , DPQ et DT'Q' celles des deux surfaces extrêmes 
OCA ou OCA' celle de la suf&ce du liquide^ selon qu'il s!élèvera 
ou s'abaissera * par rapport à son niveau extérieur , représenté par 
GH. Par un point quelconque du contour de la surface capîl* 
laire, menons en -dehors du liquide les normales ON et OK ji sa 
surface et à celle du liquide , de sorte que NOK soit l'angle qu'on 
a désigné par o»^ lequel angle est donné et invariable, quelque part 
que soit le pœnt 0. A mesure que l'on enfoncera le tube dans le 
liquide,, le point se rapprochera du point D, s'il y a élévation 
au-dessus de 6H« Tant qu'il n'aura pas atteint le point D, la sur- 
face du liquide ne changera pas, non plus que l'ordonnée CH du 
point C où elle coupe Taxe FB ; l'une et l'autre se détennineront 
par les formules du n® 54* Quand le point aura dépassé le point 
D , la normale KO s'écartera de la direction horizontale ; la figure 
du liquide variera et se déterminera, ainsi que l'ordonnée CH en 
remplaçant, d'après ce qu'on a vu dans le n* 58, la constante 
b par une quantité € dépendante de l'inclinaison de KO et de 
l'angle constant KON. Si, par exemple, on a ^ss — i, les droites 
KO et ON seront constamment dans le prolongement l'une de 
l'autre ; la concavité du liquide diminuera de plus en plus , )k me* 
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rare que s'élèvera au-» dessus de D> et sa sorCioe sera plsae et 
de nireau avec le lujuide extérieur^ larsque aura atteint le som- 
met P du bord supérieur du tube^ cVst-à-dire le point oh le 
plan tangent est horizontal , et oh, par conséquent, la ligne KON 
sera verticale. Des effets semblables auront lieu quand un . élève fft 
le tube jusqu'à ce que le poitit ait atteint et ensuite dépassé ie 
point i) 

Cela pdse , si Fou mène par le point D un plan horisorital qui 
coupe au point L la courbe DPQ, et si Ton retranche la partie, du 
tube ^uée ku-desstis de ce plaoi de sorte ^e le tube sôtt m^intt^ 
nant terminé par une portion de surface plane et horitoeMie»^ il j 
aura une arête vive à l'intersection de ce plan et de la surface iiH 
tériéurê du tubeV dotit le point' D fen partie. Mais> dans tt finalité , 
cette arête sera toujours un tanf soit pétr arrondie ; et, quelque petite 
que soit sou épaisseur i elle sera' néanmohis extréinement grande^ eu 
égard au rayon d'activité moléculaire , qui est tout-à«>fait insensible. 
Or, cela suffit pour que ce qui précède soit encore ap|diciblè , lors- 
qu'on enfoncera le tube dans le liquide. Quand le point flttra at- 
teint Textrémité supérieure de la partie cylindrique • de sà Sùrfiice» 
la ligne KON tournera atxtour de l'arête de jonction de cCtte partie e( 
de la partie plane; U normale OK i la s^itface de Cette â^fèV^, passera 
graduellenient de la dire^oii horiiBOntale i la dirtetiOn vèi4icifle> 
sans que l'angle KON éprouve aucune variatio%% Pendant ee bbadge^s^ 
nnenti le point se déplacera extrêmement peu ; mais il n'en sera paV 
de même à l'égard du point G. La distance CH au niveau extérieur et 
b courbure du liquide dépendront à chaque instant de la direction 
de OK. Lia surface de l'arête n'étant pas connue , l'angle i que feit 
cette normale avec le prolongement de la perpendiculaire abaissée du 
point sur Taxe FB^ ne sera pas donné , comme dans le U* 5^, en 
fonction de la distance a de ce même point à cet axe ; mais on pourra 
prendre pour et le rayon de la partie cylindrique du tube; et cette 
quantité étant donc connue, ainsi que l'ordonnée verticale du point 0, 
pour laquelle on prendra celle du point fixe D ; on emploiera , pour 
trouver la valeur de i, l'équation q\ii aurait servi» d'après le numéro 
précèdent! à déterminer celle de a. On pouirra donc considérer 
i angle i, et, par conséquent, la qiuntité €, comme déterminés en 
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fonctions du ra/o& n et de (a distaace du point D an niveau extérieur 
du liquide; et^ cela étant , on achèvera, comme dans le n* 58, de 
calculer les valeurs de Tordonnéç h et du rayon de courbure y rela* 
tife au point C , et de déterminer la sur&ce du liquide. 

Le même raiDonnement s'appliquera au qis ou le tube est terminé 
inférîeurement par une portion de surfioice plane , jointe k sa partie 
cylindrique par une arête vive, et oà on le soulève jusqu'à ce qte 
cette arête inférieure soit atteintepalr le point 0. 

(61 )• Les lois de l'équilibre dans xin tube capillaire seront évîdem* 
ment le$ mêmes, soit que le tube ait été en partie immergé, ou soit 
qu'il communique avec le liquide contenu dans un vase, par un canal 
latéral. Mais, dans ce dernier-cas, on pourra élever le niveau exté- 
rieur au-dessus de l'extrémité supérieure du tube ; et l'équilibre sera 
possible jusqu'à une certaine limite, au'^delà de laquelle le liquide 
jaillira hors du tube^ ou s'écoulera sur sa surface extérieure. Si Tangle 
KON ou Ci est obtus, le point 0> après être monté jusqu'au point P, 
descendra le long de la courbe PQ, jusqu'en un certain point pour 
lequel la droite ON sera horisontale et coïncidera avec le prolon- 
gement de la perpendiculaire abaissée de ce point sur l'axe FB. 
Cette, position du point i^épondra à la limite dont il s'agita L'angle i 
sera alors le inème que m ; on aura donc cos i^s^b^ et par suite 
^ = I • L'angle i étant connu , l'équation de la courbe PQ fera con-r 
naître les distances du point à Taxe FB et à un plan horizontal 
menés arbitrairement ; ce qui suffira pour la détermination complète 
de la figure du liquide, qui sera convexe par en haut, et de l'éléva- 
tion du niveau extérieur au-dessus de ce plan. Les mêmes choses 
auront encore lieu, lorsque le tube sera terminé par une portion 
de surface plane, qui se joindra à ses surfaces intérieure e^ exté- 
rieure , en D et L , par des arêtes vives ; seulement , il arrivera 
alors qu'abstraction fiiite du frottemetit du liquide contre le tube, 
le point ne pourra plus s'arrêter entre ces points D et L. Par 
conséquent , si Ton désigne par mf la distance de L à Taxe F^ , ou 
le rayon de la surface extérieure du tube, pn déterminera la figure 
du liquide correspondante à la plus grande élévation du niveau ex- 
térieur et à cette élévation maximaj en employant, dans les for- 
mules du n^ 54» 0t' et Q au lieu de « et h, et y faisant C = i- 

16 
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De cette mmière , oa ^mbt» y ss •» »'} «t Vam. en coadura, par 
exemple y 






en négligeant le carré de la fractioa —, et dësigiiant par / la hau- 

teur du niveau extérieur au •< dessus du plan horirootal qui termine 
le tube, à l'instant où l'équilibre va se fosupre; en 6<»te que si l^on 
élevait encore un peu lé niveau du liquide daijis le vase avec lequel 
le tube communique, il commencerait à jaillir hors du tube, ou à 
s'écouler sur sa surface extérieure. 

Lorsque laugle KON sera aigu , le point ne pourra pas s'élever 
jusqu'au sommet P de la courbe DPQ,; la quantité C atteindra l'unité, 
qui est sa plus grande valeur , en un point de la partie DP de cette 
courbe ; l'angle correispondant i se déduira de l'équati^m C = i ; les 
i.uordonnées horizontale et verticale de ce point seront ensuite con- 
nues par l'équation de la courbe, et l'on pourra déterminer complè- 
tement la figure du liquide. S'il y a une arête vive au point D , le 
point s'y arrêtera; ses coordonnées seront alors celles de D, et 
1 angle i se conclura de lelévation donnée du niveau extérieur au- 
dessus de cette arête. Réciproquement, l'élévation maxima se dé- 
terminera d'après l'angle i conclu de l'équation ^ = i , et sa va«* 
leur sera celle de /, en j mettant le rajon intérieur a du tube à 
la place de a!. 

Par des considérations semblables, on déterminera, dans tous les cas, 
la figure du liquideà l'extrémité inférieure du tube , lorsque sa branche 
verticale sera descendante, ou qu'il aura été adapté à un petit orifice 
pratiqué au fond du vase qui contient le liquide» 

(62). J'ai insisté sur ce qui arrive quand le liquide atteint l'une des 
deux extrémités du tube, parce que je me tro«ve, sur ce point, eu 
opposition avec un passage de la Mécanique céleste (^), oh il est dit 
qu'alors l'angle sous lequel les parois du tube sont œupées par la 
surface du liquide, c'est-à--dire l'angle que j'ai appelé 9, devient 
variable et n'est plus le même qu'à une distance quelconque des deux 



■••• 



(*) Supplémeni à la Théorie de V Action capillaire, page a5« 
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extrémités. Cette anertioii est échappée à l'iUiistre auteur , fiiute 
d'aToir considéré qae cet angle KON est coonpté à partir de la nor- 
maie KO à la aar&cft da tube ^ dont Pmclinaison sur un plfn bon** 
sBOntal Tarie lorsque le point appartîenl à Tarète supérieure ou 
inférieure du tube; ce qui suffit pour expliquer , sans que Tangle cù 
éproUTe aucune variation , le cbuigement de courbure de la sur&ce 
du liquide y et pour déterminer la courbure correspondante à une 
distance donnée du niveau extérieur du liquide à Textrémi té du tube. 
L'influence de l'angle i sur l'élévation du centre de la surface ca«* 
pillaire, fournit aussi l'explication des différentes valeurs de cette 
élévation que lés j^jrsiciens ont obtenues, pour un même liquide , 
et dans un même tube cylindrique vertical , qui n'était pas mouillé 
préalablement par ce liquide. En effet, quel que soit le degré de 
poil de la paroi intérieure du tube, il s'y trouve toujours des si- 
nuosité dont les bauteurs sont incomparablement plus grandes que 
le rayon d'activité moléculaire , et dont les normales peuvent faine 
des angles quelconques, différens de l'ange droit, avec la verticale» 
L'angle i , et par suite la quantité ^, varient donc d'un point à un 
autre de la surface du tube que l'on regarde comme cylindrique. Les 
différentes valeurs de € peuvent être moindres que db i, sans que 
l'angle cê éprouve aucun changement ; et il en résulte différens états 
d'équilibre, dans lesquels le liquide est plus ou moins élevé, et la 
courbure de sa surface plus ou moins considérable. Cette sorte d'in- 
détermination disparaît, lorsque la surface du liquide, concave ou 
convexe , est tangente à celle du tube , .et que l'élévation ou rabais- 
sement de son niveau atteint le maximum; ce qui a lieu, comme on 
l'a vu précédemment ( n"" 62), quand le tube a été mouillé dan» 
toute sa longueur par le liquide, ou bien , quand il n'exerce au- 
cune attraction sur la couçbe qui s'appuie contre sa paroi intérieure , 
en vertu du pmds du liquide et de la pression atmosphérique. Cest 
également à ces sinuosités, comme aussi à celles qui ont toujours lieu 
sur les surfaces regardées comme planes , que l'on doit attribuer l'adbé- 
sion de la couche liquide , d'une épaisseur sensible , qui mouille ces 
surfaces, quand b ou cos û$ est négatif, et qui se maintient sans 
perdre sa fluidité, qaelle que aok leur direction, verticale, boriaon- 
tile 00 inclinée* 

i6.. 
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(63). Dans le dernier cas du n* 6i , il sera bon de calculer le poids 
de la goutte qni se forme k Textrémité inférieure du tube,. à l'instant 
où l'équilibre ya se rompre , et en supposant le tube terminé par un 
plan horizontal , qui coupe ses deux surfaces intérieure et extérieure , 
en D' et h' ou il y aura des arêtes vives dont les rayons seront a et a'. 

Si l'angle KON est obtus, la goutte se terminera à Farète exté- 
rieure, et, s'il est aigu, à l'arète intérieure. Dans les deux cas, on 
aura ^sri, à l'instant que l'on considère; le liquide sera conyexe; 
cbaque verticale ne rencontrera sa surface qu'une seule fois,- et la 
normale extérieure fera, en chaque point, un angle obtus avec la 
verticale tirée par le même point en sens contndre de la pesanteur. 

Four fixer les idées, supposons l'angle KON obtus. A cause de 
f =s I et y =s — a', et d'aprfes la remarque du n* 55, nous auron<: 



tk^ I ^+\/cl'* — e 



«=A — a'+ W— «-^.^ log ^^r^ 

pour l'équation de la sur&oe 4a liquide, en regaidnit le radical 

\/a'*— i' comme positif, et comptant les t pâsitiTes à partv du ni- 
veau du liquide et dans le sens de la pesùrtev* 8i Teo ap^pelle z« 
l'ordonnée d'un point qneleon^e, oom|rtée dans le même sens, 
mids à partir du plan horisonta! qui termine le tube inférieure- 
ment , on aura donc 



ad«|_V+V^«'»— !• 




s. = \/«'*-^ + 55rlog 

Le vèlume de la goutte située au-destous de ce plan sera 
asr Ç zjtdt ; et en déngnant son poids par m et eflbctuant l'înté- 
gration , nous aurons 

En appelant / la hauteor correepondante du liquide au-dessus de l'ex- 
trémité inférieure da tobe^ cWt-ir-dhii la Tafeur de s qui répond à 
tssa'^ on aura,* il très pen pris, . 

Le poids maximum m ne dépendra pas de la matière du tube , 
ou de la grandeur de la constante ^; seulement, quand b sera né- 
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gatif^ coiTime nous l'avons supposé , le contour du liquide situé au* 
dessous du tube, sera Tarète extérieure de son extrémité; et dans 
le cas de b négatif, ce contour sera Tare te intérieure, de sorte qu'il 
faudra alors remplacer a^ par a dans l'expression de m. Comme on 
a supposé a! très petit par rapport à a, ce poids, pour différens 
liquides, sera à très peu près proportionnel à leurs densità. 

Dès que l'éléyation du liquide dans le vase auquel le tube est 
adapté, surpassera 2', l'équilibre ne sera plus possible. Le liquide 
se mettra donc en mouTement : le déplacement de ses différens 
points sera très lent, ai Fexcès de pression est peu considérable; 
mais^ quelque lent qa*ii aoît, la figure du liquide ne pourra plus 
se déterminer par Paiitljrse précédente , qui se rapporte exclusive- 
ment au cas de réquilibre. L'observation montre que la goutte sus- 
pendue k l'extrémité du tobe s'allonge graduellement jusqu'à ce 
qu'une partie se détache. M. Gay-Lussac a trouvé que pour un 
même liquide #t mu même diamètre extérieur du tube , le poids 
des gouttes tombantes est constaiit p et que pour différens liquides , 
il n'est pas p r op o r tionnel aux densités* Le rayon extérieur du tube 
dont fl a £dt nsage était 

a! srs 5~,o9. , 

A la température de i5^, il a trouvé S^^gSyS pour le poids de 
loib gouttes d'eau* En calculant la valeur de m^ d'après cette va- 
leur de «' et de celle de a* du n* 56, on trouve, à très peu près , 

m = o*,o8; 

en aorte que , dans ce cas , le poids de chaque goutte qui se dé- 
tache surpasse très peu celui de la goutte suspendue en-dehors du 

tubei à l'instant ou Téquibre commence à se rompre. Mais il hni 

j 3 

remarquer que le rapport — étant environ -s , cette valeur de m , 

déduite de la formule précédente, peut ne pas être suffisamment 
approchée. A la même température, M. Gay-Lussac a trouvé 
S^oSyS pour le poids de loo gouttes d'un alcohol dont la densité 
était 0,8453, en prenant celle de l'eau pour unité; d'où il résulte 
que le poids de' chacpie goutte tombante d'alcohol est à peine le tiers 
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de odm d^une gontte d'eta^ t)aok]pe la densité da premier liqiïide 
ne diffère pas d'an cinquième de celle du second. Le rapport 

!L étant plus grand que Tunitë dans le cas de Falcoliol et du tube 

que M. Gay-Lussac a employés , on ne pourrait pas calculer la 
valeur de m par la formule précédente. 

(64)* Considérons maintenant l'équilibre d'un liquide homogène , 
suspendu dans un tube capillaire et soumis à la pression atmosphé- 
rique ^ qu'on suppose la même sur ses deux surfaces, auxquelles ap- 
partiendront les équations (9) et (i i) du n** 5o. 

Nous supposerons que la suiibce int^eure du tube soit une sur- 
face de révolutioa qui ait son axe yertical ; il en sera de même k 
l'égard des deux surfaces du liquide, dont l'axe commun sera celui 
4u tube; et si l'on appelle t la distance d'un point quelconque M 
de l'une ou l'autre sur£Eice k cet axe, et p la densité du liquide di- 
minuée de celle de l'air, et qu'on fasse 



<es équations (g) et (11) deviendront 



'W^l dt ? V"*" de ) ' 

di^'^ldt^ a* \'^^ de) * 



(i4) 



La première appartiendra à la surface supérieure , et la seconde à 
la surfieice inférieure. Les ordonnées positives z et z' seront por- 
tées aa- dessus d'un plan horizontal qu'on choisira arbitrairement; 
la constante c se déterminera d'après le volume donné du liquide. 
Pour chaque point M , on regardera le radical contenu dans le se- 
cond membrt de l'une ou l'autre équation^ comme une quantité 
positive oa négative , selon que la normale en ce point fera un angle 
aigu ou obtfis, avec la verticale tirée par le même point en sens 
contraire de la pesanteur. 

Soit en outre f = 6H. Appelons a: la distance k Taxe du tube , 
d'un point quelconque appartenant au contour de la surface in- 
férieure, / l'angle qui a été défini dans le n* 58, et C la mêmf? 
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quantité que daas œ nmnéro. Désignons par a^^ H, C, ce que de- 
viennent Xf if 6 , relativement k on pmnt iï da cotrtow de ht 
sor&ce sapërieare. Nous aurons 

la première équation ayant lie« pour tzsza:', et la seconde pour 
tssxp et les signes des radicaux se déterminant d'après les direc** 
tions des normales en et 0^, par la même règle que dans les équa- 
tions (i4)* 

Appelons encore C et C les centres des surfaces inférieure et su* 
périeure, c'est-à-dire les points où elles coupent leur axe commun, 
et en chacun desquels les deux courbures sont égales et de. même 
sens. Soient y et y' leurs rayons de courbure en ces mêmes points , 
dont chacun sera regardé comme positif ou comme négatif, selon 
que la sur&ce correspondante tournera sa concayité ou sa convexité 
en-dehors du liquide (n"* 3o). D&ignotis aussi par h et V les ordon^ 
nées verticales de C et G. D'après les équations (i4)> on aura 

~ "" >' ~ "">'* 

Cela posé, les premières et les secondes équations (i4) et (i5) for-- 
meront deux systèmes , qu'on résoudra séparément par l'analyse des 

v!* 54 et 58, lorsque les rapports ~> ^^ ^ seront supposés très pe- 
tits , et en ayant égard aux signes que doivent avoir les radicaux con- 
tenus dans ces équations , soit au centre de chaque surface , soit à son 
«contour, Les valeurs de z et / qui en résulteront seront de la forme : 

T et T étant respectivement des fonctions de I , x , C , et de ^ , 
jt<, €', qui ne contiendront pas la constante r. Il ne restera donc 
plus qu'à déterminer cette quantité et les valeurs de a: et a/, d'où 
dépendront celles de ^ et é\ 
Pour cela , désignons par X et X' ce que deviennent T et T\ 



l 
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quand on fiut l := x dans T et ^ ss j/ dans V. En appelant j et 
y les ordonnées des points et 0^ on aura 

/4c+X,. /=:c + X'. (i6) 

Soit de plus s^ le volume compris entre la surfiu» inférieure du li- 
quide et le plan horizontal passant par son contour , et {/ le vo- 
lume analogue 9 relativement à la surface supérieure. En considé- 
rant chacune de ces quantité comme positive on comme négative, 
selon que le liquide sera convexe ou concave j nous aurons 

Soît enfin ^ le volume du liquide qui doit être donné; en en re- 
tranchant p et v^, on aura le volume terminé par la surface inté- 
rieure du tube et par les plans horizontaux des contours des deux 
surfaces du liquide, que je représenterai par Y; on aura donc 

i»r-P — f^'^V. (17) 

Ur, le point appartenant à la sur&ce du tube, son oi*donnée^ sera 
donnée dans chaque cas en fonction' de x, ainsi que Fangle i, et par 
suite la valeur de 6. Les quantités/', f, C, seront données de même 
en fonctions de x' ; la valeur de Y en fonction de x et x" s'obtien* 
dra par les règles connues; et, de cette manière, les équations (16) 
et (17) svfiiront pour la détermination complète des trois incon- 
nues x^ X^p c. 

'65). Cette solution du problème conviendra également au cas 
où le tube sera composé, comme un siphon, d'une partie courbe 
et de deux branches verticales, dont les surfaces intérieures seront 
ces surfaces de révolution, et dans chacune desquelles le liquide 
s'élèvera à une certaine hauteur. On prendra alors pour c' le vo- 
lume du liquide contenu dans ces deux branches, au-dessus d'un 
plan horizontal supérieur k la partie courbe du tube , lequel volume 
se déduira du volume total du liquide, en en retranchant celui du 
liquide contenu au-dessous de ce plan, qui sera aussi connu; on 
prendra, en même temps, pour Y la somme des capacités inté- 
rieures des deux branches, comprises entre ce plan horizontal et les 
plans des contours des deux surfaces du liquide. 
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Sapposons, par exemple, que le^ surfaces intérieures des- deux 
branches verticales soient des surfiiees cylindriques, dont x etx' sont 
les rayons donnés; nous aurons, alors îc==o, i'ssso, €.sssC'^=ib. 
Eu déterminant les valeurs de T et T par les formules du n* 54» et 
négligeant les termes divisés par a% on aura 












pour les équations des deux surfaces du liquide , dans lesquelles on 
regardera les radicaux comme des quantités positives. On pourra 
remplacer lequation (17) par celle-ci; 



€* =î 2wr'ztdt 4- a^rf' sftdt} 



d'où l'on tire, en efiSeictuant les intégrations, 

ce qui fait connaître la constante ^, de aorte qu'il ne reste plus rien 
d'inconnu dans les expressions de zet^. 

On peut remarquer que la dij9ereni:e de niveau des deux points 
C et C ne dépendra pas du volume du liquide. Généralement, cette 
différence sera 



> y 



et ne dépendra, par conséquent, pour un même liquide , que des 
courbures de ses de«x sur£aices« 

(66). Si le tube est cylindrique dans toute sa longueur, et ter- 
miné infériemrement par une portion de plan horizontal , qui se 
joint à ses deux surfaces intérieure et extérieure par deux arêtes 
vives, comme dans le n* 63, le liquide descendra jusqu'à cette ex- 
trémité du tube, pour s'arrêter à l'une ou à l'autre de ces deux 
arêtes, lorsque l'équilibre sera possible. Le rayon x' sera donné; on 
aura r = o , ^' = ^ , et l'expression de z' sera la même que dans le 
numéro précédent. Si le liquide est convexe par en haut , c'est-à« 

'7 
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dire , si là quantité b est positive , il faudra qu'il le soit aussi par 
en bas, et le* liquide ne pourra s'arrêter qu'à Tarète intérieure du 
tube. Si > au contraire, cette quantité est négative, le liquide 
pourra d'abord être concave par* en bas, et s'arrêter à Tarète inté- 
rieure. Sa concavité, moindre ' qu'à son extrémité supérieure, di- 
minuera de plus en plus, à mesure qu'on augmentera la hauteur 
du liquide; elle disparaîtra entièrement, et la surface inférieure du 
liquide sera plane, lorsque cette hauteur égalera celle du même li- 
quide au-dessus du niveau extérieur, dans le cas où le tube est 
immergé par son extrémité inférieure : au-delà, le liquide devien-* 
dra convexe , et ne pourra plus s'arrêter qu'à l'arête extérieure du 
tube. En prenant- alors pour x le rayon de cette arête , et suppo- 

sant très petit le rapport -^ , nous aurons 



Ca' j^ ax 


2X (l — î*)» 

~ 3C» 





pour l'équation de la surface inférieure du liquide , dans laquelle on 
regardera les radicaux comme des quantités positives. En effet , 
d'après la remarque du n® 55 , la valeur de js — tr se déduirait de 
celle de z du n^ 54, en y changeant le sens des z positives et le signe 
des termes qui renferment une puissance impaire de a' ; ce qui 
est la même chose que de changer le signe des autres termes, comme 
nous le faisons ici, en conservant à Taxe des z sa direction en sens 
contraire de la pesanteur. 

Le plan horizontal au-dessus duquel seront portées les z positives 
étant arbitraire , nous pouvons prendre pour ce plan celui qui 
termine le tube. Nous aurons donc 2 = 0, quand t:=sx ; ce qui 
donne 

L équation (17) sera la même chose que celle«-ci : 



i^ = 2^ r* jz/fe/^— 27r/ ztdt ; 

J o J o 



il en y substituant la valeur de z' du numéro précédent , ei celle de z 
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quoD vieqt d'écrire, il en réràkera 

«* H- TTC (ar* — jc'*) » va* (€x — bx') ; 

ce qui &it coQiudtre la valeur de C* lies quantités c et ^ étant ainsi 
déterminées, les expressions de z.el de sf ne renferment plus rien d*in- 
connu. Nous avons supposé ^négatif; mais-s*il était positif , il suffi- 
rait de mettre au lieu de a:, dans ces différentes formtdes, le rayon x' 
de Tarète intérieure à laquée le liquide s'arrêterait alors. 

Comme la plus grande valeur de 6 est l'unité ^ il s'ensuit qu'on 
aura le plus grand volume du liquide que le tube puisse souteoir , en 
&isant f = I dans la valeur de <*• Si Ton appelle fc le poids de ce 
liquide , et qu'on substitue pour c sa valeur , il vient 

dans le cas de 6 négatif, et 

dans le cas de b positif. 

Si le liquide est le mercure non oxidé , et que le tube soit de 
verre, on sait, par la figure que ce fluide affecte dans un tube 
capillaire, que la quantité b est positive et .moindre que l'unité' 
le poids fi ne serait donc pas nul, et l'observation de ce poids 
pourrait servir à déterminer la valeur de 6 » en supposant connue 
celle de a. 

Quand le tube est mouillé du liquide que Ton considère, on a 
i s= — I , et 

S'il s'agit de l'eau , par exemple, on prendra pour a' dans cette for- 
mule, sa valeur numérique trouvé^ dans le n* 56. 

(67). Pour donner une dernière application des formules du n* 64, 
supposons que le tube soit conique. La courbure de la surface du li- 
quide la plus voisine du sommet sera la plus grande ; le liquide sera 
donc poussé vers ce point ou en sens contraire , selon que ses deux 

17.. 
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surfaces seront concaves ou convexes^ e'cst-JHdire selon que l'angle oê 
sera obtus ou aigu , on son cosinus b n<^tif ou positif. Par consé- 
quent, pour tenir le poids du liquide en équilibre, il iâudra que le 
Mmmet du cAne soit au-dessous .dans le cas dé la conTexité, et au* 
dessus dans le cas de la concaritë. Je supposerai que oé soit le pre* 
mier cas qui ait lieu ; le second, se traiterait de la même manière. 

On aura ^s=z i, et i sera l'angle donné que £iit la génératrice du 
cône avec son axe vertical. Les deux quantités C et C ne seront pas 
égales ; elles différeront par le signe du second terme (n* 58) , c'est-à- 
dire que Ton aura 



C =! 6 cos î— - Vï -^ ^ sin î , C ssbcoê i4-\/i — ^sin L 

Je compterai les ;8 et is' positives à partir du plan horizontal , mené 
par le sommet du cône | il en résultera 

7* ^ ^ Uniti^ 



tangi ' ^ tang» 

et Ton aura, en même tempa, 

La surface supérieure du liquide tournera sa concavité en-dehors ; 
chaque verticale ne la rencontrera qu'en un seul point, et, en cha* 
cun de ses points, la normale extérieure et la verticale tirée en sens 
contraire de la pesanteur, feront un angle aigu. Par conséquent, Tex-* 
pression de T se déduira de la formide (lo), en y mettant €' et a/ 
au lieu de 6 et a ; ce qui donne 

en négligeant les termes divisés par a*, et considérant les radicaux 
comme des quantités positives. On en conclut 

r_x' = ^(^/7Z-^_v/7trr.), 
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Quanta la surface inférieure du liquide, elle tournera aussi sa con«* 
cavité en-dehors ; mais dans tine certaine étendue , près de la paroi 
du tube, elle sera rencontrée en deux points par chaque yerticale; 
et, de plus, Fangle compris entre la normale extérieure et la ver- 
ticale tirée de bas en haut, sera obtus depuis le centre jusqu'aux 
points où le plan tangent est vertical, et aigu depuis ces points jus- 
qu'au contour^ Cela étant , on aura 

Cd^ ^_ ax j^ a*(i — ^)* X / F? 



* — "*^ ir + âp "• w IV ^ 



où Ton regardera le radical \/i — '?' comme positif, et le radical 

/ — s^r» 

y I — -^ aussi comme positif dans la première partie de la sur- 



face , qui s'étendra depuis < :s o jusqu'à ^ c& > > mais comme négatif 
dans la seconde partie, c'est-à-dire depuis t^=^ p jusqu'à t=:x. On 



conae pâme , c esi-a-aire aepms t =3 
aura donc 



X-T=J>/7^=T«+f 






et d'après le signe du second radical , on en conclura 

" «'^ [5-»^ s<'- ^')*+^' v^*^^^']- 

Au moyen de ces différentes valeurs, les équations (16) et ^17) 
deviennent 



t.ngi = ^~ — + 3^ + — V-^ + cV»-€S 
û^i—^ ir W'-^ 3<rï^ +f,Vi— ff*. 
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La dernière et mile qu'on obti^dra en mtmdiant la première de 
la seconde, secvûont à détermiiier â? et ^\ Toneon l'antre des denz 
premières fera» eomudtrerenenite la valenrde c, et ce sera la solution 
complète du paoblème. 

Elle se nn^lifiera beaiMoap,. looqae, T^uBiglr x aéra très* petit ; ce 
qui permet de .remplacer ces i par Fuuîté. La diffenence x' ^^ x 
sera aussi très petite; et en la neigeant et faisant C^ sa. C iszh, 
excepte dans les termes qui sont divises par i ou multipliés par la 
constante a*, ce qui peut les rendre xonsidârables , noua aurons 

En ajoutant ces deux équations après avoir multifriié' la première 
par 'Tra:*, on en déduit 

et la seconde devient ensuite 



en sorte qu'on n'aura» p\p& qu'à; résoudre cette équation du troisième 
degré. 

(68). Supposons qu'on incline Taxe dti' cÀne, et qu'il' Ane- un 
angle 6 avec un plan horizontal^ mené par son sommet. Par ce métne 
point 9 menons un second plan , perpendiculaire à l'axe , et un troi<- 
sième perpendiculaire k Tintersectron des deux pemiers. Prenons ces 
trois plans pour ceux des coordonnées , et désignons par ^ t >f » )fS les 
trois coordonnées d^uHh point quelconque M-de la sar£si€e inférieure 
du liquide, respectivement parallèles à l'axe du cône, à l'intersection 
des deux derniers [dausi et k celle des deux premiers. L^nrdonnée z 
du même point aura pour valeur 

z ss Ç sin 8 -— D cos 6. 



Au lieu de la secondé équation (14)» nous aurons donc 
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pour rëquation de la surface inférieure; A et A' étatit les deux rayons 
de courbure au point M, et la valeur de - 4~ ^ étant donnée par la 

formule (a)^ dans kqueUe <m nïettra ti, ti', Ç, k la jJace Ae x, jr^ z. 
Si Ton représente par t la distance du point M à l'axe du cône^ l'équa- 
tion du contour sera toujours la seconde équation (i5)y en y mettant 
^ au lieu de 2, et désignant par Q la même constante que précé- 
demment. 

Cela posé y on pourra regarder Ç comme une fonction de ^ et y\ ^ 
dont le développement 9 suivant les puissances de >!, sera de la 
forme : 



,3 ^5 



f = Z + Z'î;+Z''^-+.etc., 



Zy Z', Ta* 9 etc., étant «des fonctions de t. En substituant cette série a 
la place de ^ dans l'équation précédente , et égalant ensuite les termes 
semblables dans ses deux membres, on formera, eu effet, une suite 
d'équations dont la première ne contiendra que Z, la seconde Z et Z\ 
la troisième Z, Z' et Z'', et ainsi de suite. On en pourra donc déduire 
successivement les valeurs de toutes ces inconnues; et l'on pourra 
anssi s'assurer de la convergence de la série. Or , si l'on néglige , 
comme précédemment , les termes de l'ordre du carré du rayon du 
cône , divisé par a', la valeur de f se trouvera réduite à son pre- 
mier terme Z, dont l'expression se déduira, sans nouveaux cal- 
culs , de celle qu'on a trouvée pour z dans le cas de l'axe vertical , 

en y mettant -7—. à la place de iz*. Le même raisonnement s ap- 
plique aussi à la surface supérieure du liquide ; il s'ensuit qu'au 
degré d'approximation où nous nous arrêtons , l'inclinaison â de Taxe 
du cône n'influe sur les équatiops d'équilibre du liquide, qu'en ce 

qu'il y faut remplacer a' par -r-j ; et, à cause de a' := — ,cela re- 
vécut à changer la pesanteur g dans sa composante g sin 6 , parai» 
lèle à l'axe du cône. 

L'équation (:8) donnera alors 
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ea dflHgBant par ^ la dirtinnr t— i d^ Ikpdde an sommet du eôoe. 

Si ToA a memré k diredemcnt, oetle fimmile fera ooonaltre Fan^ I 
connespoodant, que Ton powia comparer a i Indiiiaisoa <Asenrée. La 
cnétike équation aura Ueo dans le cas de & ii^pitif^ eo sapposant Taxe 
itàdiîie ao-desfioas da plan horuootal passant par le sommet dn c&ne, 
et c^iajQgeafit, en conséqnenee , le ngne de an 6« 

'Ù9). D'après le titre de ce diapttre, il nous reste encore à con- 
^Idéi^r rëqoilibre de'plnflenrs Ikjnides soperpoeés et oontenns dam 
uu tube cajMllaire. Je supposerai qnll y en ait deux ; les coas- 
tautes spéciales H et F se rajqpoiteront au liquide inférieur , dans 
lequel Textrémité dn tube est plongée , et qui s*élend indéfiniment 
««li-dehors* Je désignerai par H' et F' les constantes relatiTes au li- 
quide supérieur; en sorte que, si chacun de ces liquides était 
iM>lé, rélératîon et la courbure du premier dépendraient de H et 
F, et celles dn second, de H' et F. Soit 

F — r=Kj 

et représentons par G une nouTclle constante, rdatiye à la matière 
(les deux fluides. Soit aussi p la densité dn liquide inférieur, et 
ù' celle du liquide supérieur, diminuées Tune et lantre de la den- 
sité de lair. 

Les équations des sur&ces supérieures du premier et du second 
liquide seront, d*après les n*" 29 et 3o, 






(«) 
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c désignant une <H^stante arbitraire , ef les* ordonnées posilives 
r et z^ étant . comptées en sens contraire de la pesanteur , à partir 
du niveau dû premier liquide en -dehors du tube. La yaleur de 

^ + 3^7 sera donnée par la formule (2), dans laquelle on déterminera 

le signe du dénomîoatfîur, d'après l'angle que fait la normale eicté- 
rienre à ce prem&r liquide avec la verticale tirée dans le seos des s 
positivé; y dé sorte que cé dédominatèur soit positif ou négatif, se- 
lon que l'an^^e dokit il s^agit sera aigu ou obtus. La yaleur de 

- + -7 «e déduira die la même* fi)rmule , en y mettant z' au lieu 

de z, et déteriflinant le s^ne du dcnonoinateur, par la même règle 
appliquée an liquidi; supérieur. 

Indépendamment des. équations (n)^ ÀCmt chacune appartient à 
tous les pointa' de Tune àèk deux snrlaces^ on aura, relativement 
à leurs contours (»• 4^^, 

KnGcosf, r=H'cos«; (*) 

^ étant Tangle que fait la normale à li| surface de séparation des 
deux fluides, menée par oq point quelconque •de son contour en- 
dehors du liquide inférieur, avec la perpendiculaire abaissée du même 
point sur la paroi ëf daùs la matière du tube ; et a» désignant Tangle 
analogue, relativamént au contoiir.de la surface libre du liquide 
supérieur. 

(70). Lorsque la surEace intérieure du tube est uqe surface de ré- 
volution, ajrant son axe Vertica), les deux surfaces capillaires seront 
aussi deÉ tarfaces de révolution q^ui auront le même axe que celle du 
tubej et les équatiptis (a) et (b) prendront la même forme et se ré- 
soudroiit de la même manière que; les équatîôus (14) et (i5). Nous 
prendrons, pour exemple, le cas le plus simple, celui d'un tube ver- 
tical dont la surface intérieure est celle d'un cylindre à base circu- 
laire et d'un très petit dîartiètcp. 

En désignant par t la distance d'un point quelconque de Tune 
ou l'autre des deux surfaces capillaires à leur axe commun, mul- 
tipliant les équations (a) par 'utrit , cl intégrant ensuite leurs deux 
membres, nous auions • 

18 
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i{p—p')gf^t -t-c/' 






V/'^?. 



2f'gfz'tdt — cr =s 



V' 



^ dâ 



fl 9 



les intcfgraiies fztdt et /jzVA étant niiHes cpâand < = o. En même 
^emps , les équations {b) proadront la form^ : 



G*+Kv/.+ 






h'^+fV' + ^=^^ 



et elles auront lieu pour ^ ==», en désignant par a le rayon du tube. 
Les signes des radicaux août k» mêmes id que daas les équations pi*é- 
cédentes. Si donc on fait ^ = « dans celles-ci , et qu'on élimine 

^ et ^ ontre ces quatre éipiations, on aura 

^p'gj z'idt — c«» H- aF' = o. J 

Appelons h et A' les ordonnées verticales des centres des deux sur- 
&ces capillaires, c'est-à-dire les valeurs dtt s et z' qui répondent à 
^ ss o. En ces points , les deux rayons de courbure de chaque surfiH:e 
sont égaux et de même signe. Soit donc aussi X^ssl \' =i y et 
fAtsifjJ^szy' pour <=:o. En vertu des équations (a), on aura 

(p-p')gAH-cs=|, 

Bfaintenant, dans une pramière appronnutîon 
de nous arrêter, nous pouvons supposer que lei 
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coïncident avec leurs sphères osculatrices p aux points où elles cou- 
pent leur axe de Sgan^ et dont les ordonnées «ont h et h'. Nous 
aurons alors 



z 



A-|-> — V>'— ^, ^'^A'+y — v/y— <*; 



les radicaux v/>»— «•et \/y*— r étant respectivement de mém« 
signe que y et y, c'est-à-dîre positifs ou négatifs^ suivant que chaque 
surface tourne sa concavité par en haut ou par en bas. Je substitue 
ces valeurs de ziA z' dans les équations .(«); il vient 

ou bien , en vertu des équations (d). 






y 

Le rayon « ^tant supposé très petit , et en supposant que K et F ne 
soient pas aussi très petits, on tirera de ces équations, à très peu 
près, 

>'=-^ -«^[ht- + |3r-_ F.)'_ |H"]. 

OÙ Ton regardera îes radicaux comme des quantités positives. Les 
équations (d) donneront les valeurs correspondantes de h et h\ quand 
on aura déterminé la constante c. 

Or y si l'on désigne par 7r<x^€ le volume du liquide supérieur qui 
doit être donné, on aura 

«'€= 2 r* z!tdt -— 3 r* ztdt , 

ou I d'après les équations (c) , 
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ce qui donne 

£n substituant cette valeur dans les équations (d), et observant que 
K = F — F', on en conclut 



f 



f &f^^ 



Les valeurs àe y^y^ hy h!^ ëttnt connues, celles de z çt z\ et, 
par conséquent , la forme et Félévation des deux surfaces capillaires , 
le sont aussi ; ce qui est la solution oomplèfe du problème. 

(7 1 ). Si Ton supprime le liquide supérieur , il faudra supposer 
p' = o, P=o, H'sBo, K = F, GïssH, 
au moyen de quoi la première équation (e) devient 

et si l'on fait H=g/'.^.*, F = H6, comme dans le n^ 54 > cette va«* 
leur de h coïncidera avec celle de ce numéro, en négligeant les 
teitnes divisés par a', dont nous n'avons pas tenu compte dans le 
calcul précédent. Il en sera de même en faisant 

f'^f, r=F, H'=H, 

dans l'expression de A^ 

Je désigne par x l'excès de la valeur de h! ddtmée par la seconde 
équation {e) , sur cette dernière valeur de h. On aura 
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U en résulte donc que si le liquide auquel repondent le^ constantes 
f. H, F, est d'abord seul dans le tube, et que Ton verse au-des- 
sus un volume ^m^ê d'un autre liquide , pour lequel les constantes 
analogues soient p'^ H', P, le centre de la surface supérieure s'éiè* 
vera ou s'abaissera , selon que cette valeur de x sera positive ou 
négative. Lorsque cette sur&ce tournera sa concavité dans le même 
sens» et coupera la sur&ce du tube sous le même angle, avant et 
après rintroductioii du second liquide, on aura 

• F F 

ce qui réduira la valeur de x à son premier terme , lequel est po- 
sitif à causa de f> ?'• Dans ce cas, il j aura donc toujours élé- 
vation du centre de la surface supérieure ; mais ce point pourra 
s'abaisser, quand la courbure de cette surface aura augmenté ou 
diminué par l'introduction du second liquide , selon qu'elle était 
auparavant concave ou convexe par en haut. 

Supposons, par exemple, qu'après cette introduction la surface 
supérieure soit concave par en haut et tangente à la paroi du 
tube, et qu'dle faisait primitivement avec cette paroi un angle de 

laoS dont le cosinus est -— -. On aura 

a 

F = — H', F = — iH; 
^ a ' 

et il en résultera, à très pen {urès, 

en sorte que si la densité p' du liquide supérieur est les neuf-dixièmes 
de la densité f du liquide inférieur i^ il suffira que < soit moindre que 
le diamctre 3« du tube, pour que x ait une valeur négative, et qu'on 
observe, en conséquence, un abaissement du centre de la surface 
supérieure. 

Cette remarque peut servir à expliquer un phénomène observé par 
Th. Young. L'eau étant le liquide contenu d'abord dans un tube, 
dont il ne dit pas le diamètre, ce physicien a versé au-dessus 
du liquide une petite goutte d'huile, et il a vu la surface supé- 
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rienre de cette bvile s'abaisser an-doBoos de la baateur primitive 
de l'eau ; abaissement qu\\ faut sans doute rapporter an centre de 
la surfiice, c'est-à-dire au point ou elle coupe Taxe du tube. Or , 
rhttile ajant été introduite par le haut du «abe, il y a h^nt de 
croire que la paroi du tube en était hunecfëe, au-dessus de la 
surfiice de ce liquide, et qu'on avait, par consëqneikt , Fas — -H', 
comme je l'ai supposé dans le [numéro précédent. On peut aussi 
supposer que l'eau ne mouillait pas primitivement le tube dans 
'toute sa longueur I sans quoi l'huile aurait difficilement descendu 
le long de ses parois. On peut donc admettre que la surface de 
l'eau n'était pas tangente à la paroi du tube, et qu'on avait F< — H, 
comme je l'ai aussi suppose; et ces données suffisent, ainsi qu'on 
vient de le voir, pour que la valeur de x puisse être négative, con- 
formément h l'observation de Th. Young. 

Il avait présenté cette observation singulière, comme une difficulté 
qu'il élevait contre la théorie de Laplace, et que j'ai indiquée au 
commencement de cet ouvrage. Mais, sur ce point, les formules de 
la Mécanique céleste sont les mêmes que celles dont je viens de me 
servir pour montrer la possibilité d'un abaissement du centre de la 
sur&ee supérieure; et l'on est fondé à croire que l'expérience de 
Th. Toung, au lieu d'être contmire k k théorie, en deviendrait une 
vérification intéressante, si elle était répétée et accompagnée de me- 
sures suffisamment exactes. 

(72). Au reste, Fabaissement dont il s'agit ne peut avoir lieu 
qu'à l'égard de la partie centrale de la surface supérieure. Lorsque 
plusieurs liquides sont contenus dans un tube cylindrique et ver-- 
tical, plongé dans le liquide inférieur, leur poids total au-dessus 
d'un plan.horiaontal choisi arbitrairement est le même que si le 
tube ne renfermait que le liquide inférieur; et, comme la densité 
de celui ' ci doit être plus grande , il faut que le v(Jume total de 
ces liquides , et , par conséquent , l'ordonnée moyenne de la surAice 
supérieure du liquide le plus élevé, soient plus considérabhes que 
si le liquidé inférieur existait seul. Cette invariabilité du poids to- 
tal aurait encore lieu , lors même que les liquides seraient mélan- 
gés, pourvtr que le mélange n'atteignit pas l'extrémité inférieure 
du tube. 
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£a effet; prenais ua plan faoriioatai à une cfeUnce sensible au- 
dessos de son cxtrëoiitë infér i eure et au-dessous des liquides super-^ 
posa ou mélangés; en supposant la surface intérieure du tube par- 
faitement cylindrique I et faisant abstraction des sinuosités qui peuvent 
donner lieu à difl^ns états d'éqrlilibre (n^ 6:2)9 ^ ^t évident que 
Faction verticale du tube sera nulle sur chacune des molécules fluides 
situées au-dessus du plan horizontal. Cela étant , soit R Faction exer- 
cée en sens contraire de la pesanteur y par le liquide situé au-dessous 
de ce plan sur le liquide situé au-dessus ^ et U le poids de celui-ci; 
pour son équilibre ^ il faudra qu'on ait 

n désignant la pression atmosj^rique rapportée k Tunitë de sur&ce , 
k* Taire de la base du tube, qui peut n'être pas un cercle, et, par 
conséquent, lU* la composante verticale de cette pre^ion. La force R 
se composera de deux parties : Fune relative à Faction du liquide si- 
tué au-dessous du plan horizontal, sur la couche du liquide supérieur 
adjacente à la paroi du tube et d'une épaisseur insensible; et l'autre 
relative k Faction du premier fluide sur tous les points du second 
qui s'éloignent seusibiement de la surfiice du tube. Je r^iréseuterai 
par y la première pairie de R; la seconde sera la pression qui a 
lieu, à l'intérieur du liquide dans lequel le tube est plongé, et qui 
répond k la distance du plan horizontal au niveau extérieur de ce 
liquide ; et comme cette pression intérieure , rapportée k Funité de 
surfiice, est ^|ale k Il + fgJ'j en appelant g la gravité, f la den- 
sité du liquide, et / la distance dont il s'agit , la seconde partie de 
R sera Tlk* -f- pgJ'f^. En substituaat sa valeur totale dans Féqua« 
tion précédente, on aura donc 

U = V + ^J A-- 

Qr, la quantité V ne dépendra que de la matière du liquide infé- 
rieur et de son degré de compression près de la paroi du tube , 
c'est-à-dire de la matière de ce liquide et de cdle du tube. II en 
sera donc de même k l'égard du poids U; par conséquent, ce poids 
ne diangera pas avec la matière et le nombre des autres liquides ; 
ce qu'il s'agissait de prouver. 
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Qaand il n'y a que deux liquide», et qu'ils ne sont point mélangés , 
on parvient à la nictne conclusion au moyen de rëquation (17} du 
n* 36; Cette équatiou < st 

P 4- r Œ — -H'r cos 0» Gc cos ^ : 

P étant le poids du liquide supérieur^ P-^T le poids du [liquide sou- 
levé ou abaissé par l'action capillaire^ c le contour de la base du 
tube y o) et 9 les mêmes angles^ et H' et G les mêmes quantités que 
dans les équations (b). On aura donc, d'après ces équations, 

' a a a ' 

à causr de K=:F — F'* Or, cette valeur de P-f-T est, comme on 
voit , ludcpendante de la matière du liquide supérieur. 

Dans cti cas particulier, le poids U diminué de gpj'f^ est la même 
ciiose que P + F: on doit donc avoir 

V = — -cFj 

a 
et., en effet, Y est la somme des forces P et « du n^ 58 1 multipliée 
par c ; quantité égale à — -cF, d'après le n^ 4^. 

(73), Quelle que soit l'action mutuelle des deux liquides super^ 
)iusés., si la paroi intérieure du tube est recouverte, dans toute sa 
longueur, d'une couche très mince de l'un de ces liquides , mais dont 
l'épaisseur ne soit point insensible, leur surface de séparation sera 
tangente à la paroi du tube, et elle tournera par en haut sa convexité 
ou sa concavité, selon que la couche mince appartiendra au liquide 
Supérieur ou au liquide inférieur. 

En eûet, supposons que ce soit le premier cas qui ait lieu. Si l'on 
appliquie au liquide inférieur la formule (a) du n^ 4^, on en conclura 
4r = — q; car, dans la supposition que nous faisons, la fonction f 
contenue dans cette formule, sera évidemment la même que le fonc* 
tiou R, renfermée dans l'expression de j, du n* ay. De plus, le li- 
quide supérieur n'éprouvera aucune variation rapide de densité près 
de la couche mince, adjacente au tube; On aura alors 3*'=: iq'(nP 49)} 
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et, d'après ces valeurs de « et mfy les équations (lo) du n* 46 don- 
neront K ssG ; d'où il résultera cos 9 =b i et f = o ; ce qui répond 
à une surfiioe tangente au tube et convexe par en haut. Si , au con» 
traire la couche mince adjacente au tube est formée par le liquide 
inférieur» on aura iir =s 39 et «^sae — q^ j il en résultera Kss —G , 
et ensuite cosf sss-«-^i et.93tt8^; ce qui répond à une surface tan- 
gente au tube et concave par en haut. 

Ces résultats contiennent , comme cas particuliers , ceux du n^ 5 a 
qui se rapportent à un seul liquide^ renfermé dans un tube qui 
n'exerce aucune attraction sur ses molÀmles, ou dans un tube mouillé 
préalablement dans toute sa lon^enr par ce même liquide. 

(74)* M; Gay*LuS8ftc a effectivement reconnu que le mercure con-- 
tenu dans un tube capillaire et mouillé successivement par différens 
liquides , prend toujours une ferme hémisphérique et convexe 
par en haut ^'lorsqu^il est recouvert d'une couche quelconque du 
même liquide dont le tube est humecté. Les dépressions du mercure 
qu'il a observées dans ces différens cas, font connaître celles qui au* 
raient lieu si la couche supérieure n'existait pas ; mais elles lais- 
sent inconnus les angles sous lesquels la surface de ce fluide vien- 
drait alors rencontrer celle du tube» et elles montrent seulement 
que ces angles varieraient avec la matière du liquide qui mouille le 
tube dans chaque cas. 

Pour le (aire voir, appliquons les équations (e) au cas du mercure 
recouvert par un autre liquide qui mouillera, en outre, la paroi du 
tube dans toute sa longueur. D'après ce qu*on vient de démontrer , il 
y faudra faire KsssG. Relativement au liquide supérieur, on aura 
F'sss— H'; et, à l'égard du mercure, si l'on fait FsaHft, h sera 
le cosinus de l'angle aigu souS lequel sa sur&ce viendrait couper celle 
du tube mouillé, en supposant qu'on eût enlevé la totalité du liquide 
supérieur, et qu'on laissât seulement subsister la couche mince de 
ce liquide, adjacente à la paroi du tube* Soit de plus H =: gjpa*, les 
équations (é) deviendront 

'9 
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d'où it rëMltt 
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» « 

pour là dlfFëMUcd de hauteur de& ceutm 46i deux surface» du liquide 
supérieur^ . 

M. Gfty-Lussac a pris «uccecsfyemeiftf Mtt et Falcoliot pour le liquide 
supérieur. La température était la même, et s'élevait k i7%5 ; le rayon 
dû tube était aussi le même , savoir : 

Les valeurs de < et de A sont les moyemiea de plusieur» mesures qui 
diûcreraieut peu eutre elles. Dans le cas de l'eau , M. Gay^Lussac a 
trouvé 

$ = 7°''",75oo, h = — . 7~4i48,- 
eu prettaut 

les équations précédeutes donnent 

— s= 7"",ooid. 

Dans le cas dé l'alcohol, dont k densité éteit 0,8197 ^ ^^e de Teau, 
on avait 



€ as 7-^,4755 , A sa — 8~^i6i j 
d'où Ton conclut 

-^ s 7— ,5735. 

Or, la différence de ces deux valeura de — est trop gritade poar éti« 

attribBée aux erreim des ol»ervatioiii| «Ue prouve q^e la qoantité b 
c'est pas la i&ètne dans les deux cas; et la seconde vsletir saipassant 
la première, il en fiint conclure que l'attractioailç la conche d'ean 
adjacente au tube l'emporte sur celle de la couche c^ulcçhol. ' 

(75). En faisant usage de la première valeur de —, et la multi- 
pliant par celle de «, on trouve 
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Si Ton rabstitae cett» yaleiir onmtfrkpe dans la première éqiia?* 
tipn (f), elle fera conQaltre enaaite la dépr^on (db m^xcart, re* 
couvert d'une çonclie d'eau^ d'une épais$enr donnée, et contenu 
dans un tube çapHiaire^ d'un rayon « auwî donnés pr^aUement 
mouillé d^eau. On pourra faire usage de cette foroiulei tant que € 
aura une grandeur sexwble^ aussi petite que Ton Toudra; mais 
quand la couche d'eau qui recouv]re le mercure aura entièrement 
disparu^ sa dépression seira déterminée par la formule du n* ji , 
qui devient 

quand on y fidt Fss ^H et H.= gpa^. Pour s'en servir^ la valeur 
précédente de a^b ne suffira donc pas; et il faudrait aussi con-> 
naître la valeur de ^f à moins que le diamètre du tube ne soit 
assez petit pour qu'on pnisse réduire cette dernière formule à son 
premier terme. 

En faisant bouillir le mercure dans, le tube qui le contient , on 
change cette quantité b, d'où dépend le degré de convexité du 
fluide, quand il n'est pas recouvert d'une couche d'eau. Casbois a 
&it voir qu'après une ébullition suffisamment prolongée, cette con* 
vexité diminue et se change même en une concavité, et, par suite, 
la dépression en ascension. Pour expliquer ce changement remar- 
quable, on supposait que l'épaisseur dé la couche d'eau adjacente 
au tube, ayant été diminuée par l'ébullition, la matière du tube 
pouvait agir directement sur les molécules du mercure , et qu'elle, 
exerçait sur elles une attraction plus grande que celle de l'eau. Or, 
cela exigerait que la couche d'eau interposée entre la paroi du tube 
et le mercure eût entièrement disparu; car, pour pen que son 
épaisseur ne fiit pas insensible, elle suffirait pour rendre imposa 
sible l'action mutuelle du mercure et du tube. L'épaisseur de la 
couche d'eau étant devenue insensible , on conçoit que la quantité b 
pourrait varier , k mesure que cette épaisseur diminuerait encore de 
plus en plus; mais «ne pareille réduction de la couche d'eau est 
inadmissible; et M. Dulong a donné l'explication- véritable du chan- 

19.. 
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gement de figure da mercnrt k la suite de l'ebnllition. Il a montre 
que , dans cette opération, on oxide une couche de mercure, en con- 
tact avec l'air, et que cette petite couche, mélëe ensuite à la masse 
entière du liquide , suffit' pour en changer les propriétés ; en sorte 
que la couche d'eau adjacente au tube , qui a pu conserver une petite 
épaisseur quelconque, exerce sur le mercure, en partie oxidé, une 
attraction plus, forte que celle qui avait lieu auparavant, dont Tin- 
tensité dépendra de la proportion de Foxide formé, et, par consé- 
quent, de la durée de Tébullition. 
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CHAPITRE V. 

Pression des liquides^ modifiée par Faction capillaire. 

(76). La même force qui produit rclëvation ou rabaissement d un 
liquide près de la paroi du tube ou du vase qui le contient, ou, gé- 
uéralement, près du corps contre lequel il s'appuie, influe aussi sui 
la pression quHl exerce sur ce corps dans son éut d'équilibre. Cette 
modification de la pression hydrostatique est une partie essentielle de 
la théorie de l'action capillaire ; différens phénomènes en dépendent , 
comme on le verra dans la suite} et la solution du problème, ne sera 
complète qu'autant qu'on aura déterminé la pression d'un liquide sur 
un solide, soit aux extrémités du liquide, soit en d'autres pointe 
quelconques. Nous allons nous occuper spécialement de cette déter- 
mination. 

Appdons M un point du liquide ^ titiié à une distance de sa surface 
et d'un corp? solide, qui soit insensible, mais plus grande que le 
rayon d'activité moléculaire. De ce point, abaissons sur la surface de 
ce corps une perpendiculaire qui la rencontre en un autre point M' • 
et par le même point M faisons passer une seconde surface qui coupé 
à angle droit toutes les normales à la première. Les pressions exercées 
directement par le reste du liquide, sur la couche d'une épaisseur in- 
sensible, comprise entre les deux surfaces, seront transmises au so- 
lîde par l'intermédiaire de cette couche. Si le corps est retenu par des 
points fixes , les eflforts que ses appuis auront à supporter seront les 
Insultantes de toutes ces pressions, en supposant, sans erreur sen* 
sible , chaque pression transportée du point M au point M' ; s'il est 
entièrement libre^ son poids devra faire équilibre à ces mêmes ré- 
sultantes, en négligeant, aussi sans erreur appréciable, le poids de 
la couche liquide adjacente è sa surfiice ; et, cela étant, dans le calcul 
des pressions totales que le corps éprouve, on rapporte à chaque 
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point M de* la snr&oe, la pression qnî a réellement lien au point M' de 

celle de la ooodie liquide. 

D'après'œ qu'on a yu dans le n* 2^, la pression rapportée k Tunitë 
de suÀoe et relatire au point M, aaquel on substitue le point M', est 
la résultante d'une force N uonnal* ^ jdingée de dehors en dedans 
du corps , et dé deux forces tangentiélles T et T', dont les valeurs 
sont 



p étant la piMsiou sur un pkn passait ptr le point M^ laquelle est 
indépendante de sa direction ; q désignant une quantité qui ne dé- 
pend que de la matière du liquide an point M ; X et A' représen- 
tent les rayons de courbure principaux de la surfisice qu'on a fait 
pssser par le point M, ou, sans erreur sensible, ceux de la sur- 
&ce même du corps au point M^ que l'on i^ardera comme posi- 
tifs ou comme négatift, selon que les lignes de couribure tournent 
leur concivité en«*dedans du corps 09 en**dekors; et, enfin, les 
axes des x Stt des jr étant respectivement parallèles aux forces tan- 
gentiélles T et T. 

Si le liquide est homogène et partout à la même température, 
la quantité q sera constante, conune sa densité, et la pression se ré- 
duira k la force nonnale N. La pesanteur étant la seîde force don- 
née qui sgisse sur le liquide, le premier terme de N aura pour 

expression 

p m^ C ^ gpzi 

z étant l'ordonnée du point M , verticale et dirigée en sens con- 
traire de la gravité; g cette force, p la densité du liquide^ et c 
une constante arbitraire. Quand une partie de la sur&ce libre du 
liquide sera plane et horizontale, on aura cssll, en comptant tes 
z à partir de ce pian, et désignant par n la presâon atmosphériqua. 
Quand aucune partie de la surface libre ne sera un plan , la cons^ 
tante c ne sera pfus égale à I9 pression II appliqué^ à cette sur- 
face, et l'on devra recourir à d'autres moyens pour la déterminer. 
Dans le preoiier ca;i, si la hauteur du point M «n-dessus de la {«r- 

tte plane du liquide surpasse ^ n » la quantité p sera négative à ce 
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point. Celfl ârriyeltii par' exemple ^ dans l'intérieur d'un tube excessif 
veôientttroit oè le Itifiaide s'étève à une très grande hauteur atHiessus 
de son niyeau extérieur, ou bien , sans que son diamètre soit extrême** 
ment petit, lérsque le liqiâde éem placé dans tm air très raréfié. Dans 
8k partie supérfetive^ le tube sera alors tiré de dehors en dedans, au 
lieu d'dtre poussé dé dedans en dehors; et il devra résister à cette 
force par Tattracttoû qu'il exerce sur les molécules du liquide, dimi- 
nuée de la répulsion calorifique. On toit aussi , par cette remarque , 
que la somme 2, que représente />, peut non -^seulement changer 
de grandeur dans un très grand rapport, pour de très petites diffé- 
rences de condensations du liquide (p? 1 3) , mais qu'elle peut aussi 
changer de «igné; en sorte que pour des valeurs très peu diffé- 
rentes de l'intervalle moyen des molécules, qui a lieu en haut et 
en bas du liquide , la répulsion calorifique soit prépondérante dans 
la partie inférieure du liquide, et Tattraction de la matière pondé^ 
rable , dans la partie supérieuiv. 

Le terme p de la valeur de N est la partie principale de la près* 
sion du liquide, et la seule à laquelle on ait égard, en général. 
La seconde partie est, en effet, très petite, et ne pourra devenir 
considérable que dans le cas d'un corps d'une très petite dimen«- 
sion et d'une très grande courbure. A la même profondeur, au-des- 
sous du niveau du liquide, une sphèite solide éprouvera, en vertu 
de ce second terme de N, une augmentation de pression d'autant 
plus grande que son diamètre sera plus petit. Toutes choses d'ail» 
leurs égales, il faudra quelle soit susceptible d'une plus grande ré- 
sistance, pour n'être pas brisée; et son diamètre subira, par la com- 
pression, une plus grande diminution que celui d'une autre sphère 
d'un plus grand rayon. Le coefficient q , dont dépend cet excès de 

pression intérieure, n'est pas exactement le coefficient - H , qui est 

déterminé par Tascension ou la dépression du liquide dans un tube 
capillaire; ils difiS^rent l'un de l'autre par une quantité q^ relative 
à la couche superficielle du liquide. Si l'on néglige q^ par rap- 
port k q, qui parait devoir être la partie principale de - H, il en 

résultera que dans l'eau > Texcès de pression dont il s'agit, en chaque 
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point d'une sphère, d'un rayon égal k vn millième de millimètre , 
équivaudra à un enfoncement de i5 mètres k peu prèa dans le même 
liquide. 

Mais nous allons démontrer que, quelle que soit la nature du liquide^ 
et la forme d'un corps solide qui y est entièrement plongé^ la seconde 
partie de la force N et les forces T et T^, appliqiéées à tous Ici points 
de la surface de ce corps, se détruisent sans le sec^ars d'aucune autns 
force p et ne peuyent lui faire prendre aucun mo«rremen|; de trans- 
lation ou de rotation. 

(77). En. faisant pour abr^er , 



v/ 
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et désignant par V la seconde partie de N, on aura 

. I A . I <fe 

quelle que soit la direction des axes des coordonnées Xfjr,z: on regar- 
dera I dans cette formule , p comme une quantité positiye ou néga- 
tive , selon que la normale menée par le point M' à la surface du 
corps et dans son intérieur , fera un angle aigu ou obtus ^ arec une 
droite menée par le môme point suivant la direction des z positivw. 
Désignons par » > >)^ Ç , les coordonnées d'an autre point m de cette 
sur&ce^ rapportées au point M' comme origine, et aux directions des 
forces T y T' ; appelons q\ ce que. q devient en ce point m : il est 
évident que les dernières équations (i) seront la même chose que 

^— AT" ^==*^' 
pourvu que Ton fasse si as o et d'sso après les différentiations , ce 

dt dt 

qui rendra nulles Fordonnée Ç et ses différances partielles ^et ^. Les 

coordonnées de m, rapportées aux axes quelconques des x, Xp ^f 

seront 

X 4- an + hnf •+• cÇ, 
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a, b, etc. f étant les cosinus des angles coropm entve les axes des 
^» ^^ Cf ^t c^^^ ^^ ^fjr 2, lesquels cosinus :^ont liés eatre etix par 
des équations connues , qu'il est inatile decri-e/On {>ouiTa considàer 
q' comme une fonction de ces trois nouvelles coordonnées ; et aloiv 
on aura 

f = (I) «• + (I) ^ + (S) ^'. 

fiour les valeurs particulières >; = o et yfsso* 

Les parenllièses dont sont enveloppées les différences partielles de ^^ 
indiquent qu'elles doivent être prises en regardant les trois variablef'. 
XfT, Zy comme indépendantes; mais nous pouvons aussi consî* 
dtrcr z comme une fonction de x el ^, donnée par l'équation de la 
surface du corps ; et sous ce point de vue , nous aurons 

\dx)'^dx \àijdi' \dx\~dj \dz)dx 

D'ailleurs y Taxe des z positives ctaut Ih normrî/î à la surface du 
coi-ps , menée dans son iutériear pyr le poîn* M' dont les coordon- 
nées sont Xp ^, z, et c, c\ J-, désignant les cosinus des angles que 
fait cet axe avec ceux des jr, r^ z, il s ensuit qu'un aura 

— . ' ^ ' -— . ' ^* « _ ' 

V dx V 4y ^ 

en donnant à (^ le même signe que dans Texpression de V. On a , en 
outre 

i\ en résultera donc 

u dz . f fiz «r/ t. dz . tfdz 

ce c û fera disparaître (-J^j dans les valeurs de ^ et ^^ , ou de T et 
T, et les réduira a 

90 
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De cette manièi'e, les. forces ncurmale el tangentidllet V, T^ T\ sont 
exprimée» en fenctioiis de coocdoonées quelcon({ues x, jr, ;&; il faut , 
de ptns^ les transformer en d'autres forces, dont les directioDS scâeRt 
aussi (pielconq«es et inyariables. 

Supposons, pour cela, qu'on ait d'abord pris la résultante de V, 
T, T^, et qu'on la décompose ensuite suivant les ax9 des x , j , z- 
Soient X, \, Z, ses trois nouvelles composantes; nous aurons 

x = aT + ftr+ cv, 

Je substitue, dans ces formules, les valeurs de T et T' données par 
les équations (5), et celles de c, c', c"i j'observe que l'on a 



«• 4- i* = 


SI— c* = 


- t^ V'^dj-J' 


a^H- *'• = 


= I — </• = 


*^0+£)' 


a" H- *"• = 


SI— C"» = 




od'-f- bb's 


s — ce' Si 


I d!( dx 
V* dx 4y* 


(ui'+bb" = 


z ^ ce" =1 


^ i dx 

' 1^ dx' 


a'a"^ b'bf's 


B --C'd's:: 


I dz 


d'où il résulte 







Y — JL ^, -L. ^^ ^ L^^fà^ « *v 

1^ \ ^ d:rV dr i^* dx djr dx T d}^^ 

Z — -î. — ^ a- — ^ ^ u. Iv. 

el en y mettant pour V sa valeur donnée par l'équation (a) , ces for- 
mules pourront s'écrire ainsi : 
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I 'v\ dy*J I ' v^b: dj 



\ ¥\ dx^J ^ I V dx dr \ 4B 
V djr y ax ^ 

d.l * rf.£ * 

Il sàgit donc de faire voir qae si l'on applique ces trois forces a 
chacun des points M' de la surfaice d'un corps solide , de forme quel* 
c -nque, mais termi&é de toutes parts, elles se feront éq«ilibre^ c'^st^à- 
d;re que la somme de toutes ces forces sera nulle , suivant chacun des 
trois axes àe'x^jTf ^^ «t la«omme de leMs momens> aussi nulle , au- 
tour de chacuBe de œs trois droites. 

(78). Pour fixer les idées ^ je suppose que l'axe des z soit ver- 
tical et dirigé de bas en haut, et que le corps que Ton considère 
soit situé en entier au-dessus du plan des ^ et j^; je suppose , de 
plus 9 que chaque perpendiculaire à ce plan, et, généralement, une 
droite quelc onyc , tirée dans Fintérieur de ce corps , ne rencontre 
sa surface qu'en deux points ; et comme les formules (4) sont évi- 
detnmeat indépèsdatites du sigwe de p , je prendrai oe radical avec 
le signe + dans toute l'étendue de cette surface. 

Cela poiië, cifCMiscrivotis à tette même ratfece im cylindre ver- 
tical qui la df visk tm deux parties , Ttine inférieure et l'autre supé- 
rieure. Dans tôtrte la |n*emiè]ie )iartie , la notttiale intérieure fera 
uu ati|^ tù^ tk^Mb faxe des IK; et puisque p est une quantité po- 
sitive , <m MMi 

u dx' V qy V 

les angles dont c, c', cf'^ sont les cosinus répondant à eette nor- 
male. Dans toute la partie supérieure, ce sera la normale exté- 
rieure qui fcffti Un 'ttirigle aigu ttvec Taxe des « ; et , en appelant 
Cl f c\ , d\ , les cosinus des angles qui s'y rapportent , on aura 
aussi , à cause de ^ pd^itiT , 

ao.. 
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Enfin ^ si Ton désigne par ds l'élëment différentiel de la surface du 
corps y et si Ton observe que cet élément et sa projection horizontale 
cLrdjr doivent être des quantités positives, on aura 

ds ;= vdxdjTp 

dans toute l'étendue de cette surface. 

Multiplions les équations (4) par ds, puis int^irons dans toute 
cette étendue ; nous aurons 

■Çr- \dxdjr 







p.ds 



rf.J(c« + 







la première intégrale double de chacune de ces expressions répondant 
à la surface inférieure du corps ^ et la seconde à sa partie supérieure. 
Ces intégrales auront donc pour limite commune, la ligne de contact 
du corps et du cylindre vertical circonscrit , en sorte qu'elles doivent 
être élehdues aux valeurs de x etjr, relatives à tous les points de la 
base de ce i^lindre sur le plan de Ces coordonnées. 

Menons ài)K|:ontour de âette bf^ deux tangentes paraljèles à Taxe 
des y. Leurs feints de contact diviseront cette courbe en deux par- 
ties ; et nous aurons 

ff^ dxdr=: (Sqc'dx) - {fqddx}, 
ff^dxdy= {fqc\dx) - {fqc\dx] } 
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les intégrales comprises entre des parenthèses répondant à l'une dés 
deux parties , et celles qui sont, renfermées entre des crochets appar- 
tenant à Tantre* Mais^ pour tons les points de la conrbe de contact 
du corps et du cylindre vertical, et, par conséquent , pour toutes 
les valeurs de x et ^ qui répondent à la projection horizontale de 
cette courbe , la quantité q est la même , soit qu'elle appartienne à 
la partie supérieure où à la partie inférieure de la sur&ce du corps ; 
de plus, la normale intérieure à l'une de ces deux parties, est^ en 
chacun des mêmes points, le prolongement de la normale extérieure 
k l'autre partie, ou, autrement dit, les angles qui ont c, (f, c*', pour 
cosinus sont les supplémens de ceux dont les cosinus sont c^ , c\, d\ ; 
dans les intégrales simples qui précèdent , on fera donc qcfz=. -— qù 
d'où il 



(fqc'dx) + {fqc\dx)=^o, [fq(fdx']^[fqc\da:li=zo, 
et, par conséquent , 

ff^ d^djr +ff^ dxdjr » o. 
On prouvera de môme que l'on a 

et en ajoutant ces deux équations, on en conclura 

fZds = o. 
Par un raisonnement semblable, on trouve 

fXds 5= o , fYds CS3 o. 

Ainsi f les sommes des composantes des forces que nous considérons 
sont nulles suivant les trois axes des x, jr, z* 
Les équations (4) donnent 
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xr^Yx^- ^^ : ^ 



.'■}l{'+é)'+éi^^l 



et y «omme tes seconde t Êiêm h t m «te ces taouniHeB éc|ijMitîîons ont ia 
même £oMM yjuê éenic dctt équations (4)» bti en ts^mêlufii, î>ifr une 
Mdysè semblable à la j^ûéd^nte , 

les intégrales s'étendant à la surfisK^e entière du corp». Les Mnmesdes 
momens des forces X, Y, Z, par rapport aux axes des œ, jy z, sont 
donc aussi nulles; par conséquent, ces forces appliquées à tous les 
points de la surface du corps Isè détruisent mutuellement; ce qu'il 
s agissait de démontrer. 

Quoique nous ayons supposé, pour plus de simplicité, que la sur- 
face du corps i^'étâft l'éttconlnée qu'en dtefàk points par chaque droite 
tirée dans son intérieur, il est aisé de voir, cependant, que la dé- 
n^onstration précédente aura encore lieu dans le cas d^un nombre 
quelconque d'intersectioâs , Itfeqûâl non>bre ^ilà toujours pair, à cause 
que le corps est terminé de toutes parfs. Il faudra alors la diviser en 
plus de deux parties isoiitig«es , et ^hdre \^ liÉfé^àl^ 4 dbliCohe 
de ces parties séparément. Mais la démonstration et la proposition 
elle-même exigent que la surface du corps ne présente aucune 
arête vive, c'est-à-dire aucune ligne pour laquelle les plans tan- 
gens aux deux parties adjacentes de ht ^titfkce , comprennent un 
angle fini. Quand il en existe, les forces X, Y, Z, appliquées à la 
surface entière du corps, ne se font ^lus équilibre^ et d'ailleurs on 
ne doit pas perdre de vue que , près d'une arête vi ve^ 4a résultante 
des forces N, T, T^, déterminées par l'analyse du n* 35, n'exprime 
plus la véritable )irl^sidii du liquiàe, dont la grandeur et la direction 
doivent alors ^ètre déduites de considérations parficolièiieS. 

(7g). Si l'osi demande lu pression exercée ^r les forces X, 
Y, Z, sur ube p#rtton seulëmeht de la sui^ce ttti corps plongé 
dans le liquide*^ les intégrales fUds^ /\ds, fZcb, fte seront plus 
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nulles, et Ton en pouira déterminer les valeurs de la mauière 
suivante. 

Supposons ff^ cette portion de surface appartienne à là partît in- 
férieure du corpSf k laquelle répondent les cosinus c , c\ c^' ; il faudra 
supprimer I àB,w Teaipression de chacune de ces trois intégrales , la 
partie qui reiifiBrm^ les autres oosinus c, , c\ , ç^\ ; et en considérant 
la troisième intégrale , on aura alors 

Faisons passer par le contour de la portion de surface que l'on consi- 
dère , une surface cylindrique parallèle à Taxe des z. Par un point 
quelconque de ce contour , menons, dans Tintérieur du tylindre et 
dans rintérieur du corps, des normales à leurs surfaces. Soient y , 
y\ y'^f les cosinus des angles que fait la normale à la surface cylin- 
drique, avec les axes des x, j^, z; et ceux des angles qui répondent h 
l'autre normale étant c, e% d\ si l'on désigne par i l'angle compris 
entre ces deux droites, on aura 

Les intégrales relatives à ^ et ^ s'étendront k tous les points de la 
base du cylindre sur le plan de ces coordonnées ; or , chacune de ces 
intégrales doubles se réduira, comme dans le n* 35, à une intégrale 
simple , étendue au contour entier de cette base ; et si nous appelons 
d<r l'élément du contour de la portion de surface dont cette base est 
la projection , et cT l'angle aigu que fait cet élément avec le plan des 
X et jr, de sorte que cos J'd^r soit l'élément du contour de la base, 
nous aurons 

ff-ff dxdjrxsz^fqcycos. J^da, f f-^djrdx^^ ^fqc'y cos J^da^ 

donc, à cause de y*'zssOf il en résultera 

flids =/9 cos i cos J'dff ; 

l'intégrale s'étendant au contour entier de la portion de surface que 
l'on considère. 

Lorsque cette portion de surface appartiendra à la partie superleurp 



I 
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du corps, on prendra pour i l'angle compris entre la normale ex- 
térieure du corps et la normale intérieure du cylindre; quand elle 
appartiendra à la partie aupérietire et è la partie inférieure , on cal- 
culera la valeur de /2^s séparément pour cbacuné- de ces deux 
parties. L^angle i sera aigu dans Tune et obtus dans lautre; et il 
se comptera toujours à partir de la normale intérieure du cylindre 
l)arallèle à l'axe des z. On obtiendra de même les valeurs de fXds 
et /Yds. 

Si le liquide est homogène ^ le coefficient q sera constant et sor- 
tira en-dehors des signes /. En supposant la portion d^ surface ter- 
minée par une courbe plane et parallèle au plan dee ^ et ^, on 
aura cos cT = i ; et si, en outre, le corps est un solide de révo- 
lution dont l'axe soit parallèle à celui des z y cette courbe sera cir- 
culaire, et l'angle / constant dans toute sa longueur; en appelant 
donc r son rayon , on aura 

fZds aBs arn^ oos Y. 

Pour le même contour, l'angle î se rapportera à la normale inté- 
rieure ou à la normale «xbsneWe du corps, selon qu'il s'agira de la 
portion de sur&ce inféi ieure Qji ^i|périeure à cette couiibe. Les deux 
autres intégrales seront éyidemment nulles* 

(60), J^uisqiie les forces X/X ^f appliquées k tous les points de la 
surface; d'au corps terminé de toutes parts , se détruisent complète- 
ment, il s'ensuit que quand ce corps est plongé en entier dans un li- 
quidci la pression totale qu'il éprouve est uniquement due à la partie 
p de la force normale N. Or, on sait que les composantes horizon- 
tales de cette force p se détruisent;, et que les sommes de ses com- 
posantes verticales se réduisent toujours à une force égale et direc- 
lemeut contraire .au poids du volume de liquide , dépl^ "j^av le 
corps ; la diminution du poids du corps entièrement imaiergé sera 
donc égale au poids de ce vcHmie de li^fuide ^ confi^rnénent au 
principe ordinaire de l'Bviirostatique* Msàs. Û n'en sera plus, de même 
dans le cas d'un corps flottant a la surfiiee d'nn liquide : l'action ca» 
pillaire pourra donner lieu à une diflitrence dans les pressions ho- 
rizontales, d'où il résultera un mouvement du corps parallèlement 
k Ja surfiace du liquide; et, dans tous les cas, cette action influera 
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sur la perte de poids éprouvée par le corps non entMfreineiit im- 
mergé. . 

Supposons d'abord <|ue la Qptps soit un solide de révolution, qui 
ait sou axe vertical et sa surface de même nature dans toute son éten- 
due, afin que les forces horisçoutales se détruisent, et qu'il suffise de 
considérer les forces verticales. Soit CB (fig. 17) Taxe du corps, 
CABA' une section de sa surfi^çe par un plan passant par cette droite, 
AOD et A'O'D' les sections de U surface du liquide par le même plan. 
Les points A et A' où elles rencontrent la sur&ce du corps seront 
dans une même droite horizontale , au-dessus ou. au-dessous du ni- 
veau naturel du liquide, selon que ces courbes tourneront leur con- 
cavité par en haut ou par en bas. Je représenterai par 2r la distance 
A A', de sorte que r soit le rayon du corps à l'endroit où le liquide 
s'arrête. Soit M un point du liqwde jsitùé à des distances insensibles 
de sa surface et de celle du corps, qu'on supposera, cependant, plus 
grandes que le rayon d'activité moléculaire. Par le point M , Êdsons 
passer une surface qui coupe à a9jg^ droit toutes les normales à la 
surface du corpe, et dont la section par le plan de la figure soit ]a 
courbe OGO' terminée en et 0' à la surface du liquide. Tirons la 
droite horizontale MHM' qui coupe cette courbe en M et M', et Taxe 
du corps au point H. Par les points M et M', faisons passer une sur^ 
face qui coupe a angle droit toutes les normales à celle du liquide , 
et dont les sections soient FME et F'M'E', qui rencontrent en F et F' 
la surface du corps. Menons par les mêmes points des perpendicu- 
laires MK et M'K' à cette surface , MN et M'N' a celle du liquide. 
Nous aurons 

KMN = K'M'N' = (V , 

KMH = K'M'H =i; 

w étant langle relatif à la matière du liquide et à la surfiEice du 
corps , donné par l'expérience , et obtus ou aigu , selon que le li- 
quide s'élève ou s'abaisse ; et i désignant le même angle que dans 
le numéro précédent. 

J'appellerai F la couche liquide adjacente à ^la surface du corps , 
et dont la section se t^inine, d'autre part, à hi^ courbe MGM% 
aux normales MN et M'N', et aux portions <ie courbes AN et A'N'. 

ai 
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Je nomin^tt L le xeste d« liquide ^ et je Tais calculer raclion ver- 
ticale de L sur la couche T, k laquelle j'ai donné la forme néces- 
saire pour que cette fiarce puisse s'exprimer au moyeu de quantités 
qui seioot données dans chaque cas. 

Pour abréger, j'indiquerai chaque partie de L ou de T, ou, gé- 
néralement ^ chaque partie du liquide par la partie de la figure à 
laquelle elle répond. Cela étant, l'actioB de DOGOD" sur KMGMl^' 
n'est autoe chose que la force N du h* 76, décomposée Terticalement 
et Impliquée à tous les élémens de la partie de surface de F qui ré- 
pond k la courbe MGM'; je la représenterai par P, en la supposant 
dirigée en sea$ contraire de la pesanteur^ Je désignerai , suivant cette 
direction , par Q l'action du même liquide sur la partie de F qui ré- 
pond à FMKou F^M'K', et par R celle qui serait exercée par la partie 
de F correspondante à OBUN oa O'M'Ji'y sur sa partie PMCIifF^ U est 
évident que -poi^r avoir Faction de L suF4»tte dernière partie de F, il 
Êiudra reteancber R de PHrQr h*9fiÛQn de L sur le surplus de F, 
cest-à-dir» sur k partie oorreqpondante à NMFA ou N'MT'A', se 
composera de l'action de EUGMHf^ que je représenterai par S , et 
de l'action de la couche superficieHe ou correqioudante à DNME 
ou B'NWE^ f que je désignerai par T j Fune et l'autre dirigées 
en sens contraire de la pesanteur* L'action totale de L sur F sera 
donc 

PH-Q-R*f.84*t^ 

et il s'agira de calculer successivement les cinq parties dont elle se 
compose. 

(81). Si l'on appelle t la disUnce d'un point quelconque de k 
courbe MGM' à l'axe GC, la projection horizontale d'une 2one in- 
finiment petite de la surfiaice engendrée par cette courbe , sera ;mtdt 
et la composante verticale de la fdjrce i|ormajle. Jï , appliquée à 
toute cette zone , aura pour valeur 2vK4ft ; par conséqueet , on 



aura 

P=2çr 



fyuk. 



en prenant r pour k valeur de HM , ce qu'on peut faire sans er- 
reur sensible. La partie de P qui répond au secondT terme de N est 
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l'iotaigrale /Z^fr^^t^ant k «^nlear sera anv^cos^i, d'tpnèsle b' 79. 
En mettaDt.pow le premier terme p de N, sa râleur c-— p^^» on 
aura donc 

P =r 'jfci* — . TTTgfJTudt 4. à^iri^ C5oai\ 

J'appellerai Y la partie du voliùile du coip$ qui est sîtaée aÙMleasous 
du plan des x et 7^ et âjw-vtfpoad, ettMë<|i!ieifiment^ aux valeurs né- 
gatives de z ; je désignerai par p la partie de son volume comprise 
entre ce pla^ et la section horizontale du corps , à laqufSle le liquide 
s'arrête et que L'on peut, sans erreur sen^Ué^ &ire pa^er par les points 
M et M^^ au lieu de A et K!. Soit aùsa k la distance de cette section 
au plan des x et jr ; en regardant Jt t% s^ comme dc9 quantités po- 
sitives ou négatives^ selon que les points A et A' seront au-dessus 
ou au-dessous de ce plan , nous aurons 



xtC^ zték 



^,--.i,-^V. 



Si le liquide s'étend iadëEnisnent autottr du corps |^ sa suf&ce sera 
sensiblement plane à une certaine distance; enjinenaut ce {rian pour 
celui des or et j^, Y sera le volume du corps situé au-dessous du ni- 
veau «atarel du liquide , et Y + 1^ le volume de ce corps , en con- 
tact avec le liquide. Dans ce même cas on aura ^==11; mais, pour 
plus de généralité , je ferai 

b étant une constante qui sera nulle dans le cas d'un liquide indé- 
fini y et dont la valeur dépendra du volume du liquide^ quand il 
aura une grandeur donnée. De cette manière , on aura 

P =^r*n^- <fgf (* — *) f* 4- gp (r + Y)Hh anrnjf cos i. 

Si Foaidée#i9pese «n^^oKtt iofiniaent petils^ \k partie de T 
qui répond à NMFA , l'action de la couche superficielle DMBIE sur 
un élément dont l'épaisseur est c , sera la force Us du n* 4^» perpen- 
diculaira ÀMN et(dirigée.dedeliOï8 en dedanS/de l'^lénMtni ; on aura 
donc la partie de T qui répond à cet élément, c» .muhiplianl Ur 
par le sinus de l'angle qpe fait la droite Hit' avec la verticale rnânée 

ai.. 
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de bas en haut par le point M , lequel angle est égal à HMN, nioiu> 

un angle droit *^ où à i-f- âi ^î et comme on a trouvé U = — </,, 

cette partie de T sera q^ cos (/ -+* â») ; or ^ cette force étant la même 
pour tous les élémens , on en conclura la valeur totale de T, en j- 
remplaçant $ par la circonférence 27rr} ce qui donne 

T = aimy, cos (i + û»)» 

Chacune des forces Q, R, S^ se: déduira de même de la force Zî 
du n* 4^^ c° déterminant convenablement les angles a, 6, a', b'^ et 
remplaçant i jMir 27rr. Soit, pour cela (fig. 18), IMF une verticale , 
KM une horizontale, MK et MN des droites qui fassent les angles 
/ et /+^ Avec MH) OMG et FME des droites perpendiculaires à MK et 
MN. On prendra la droite IMF pour Taxe DCE de la figure la , à 
partir duquel les angles a, h y a\ h\ sont comptés; et la force Zi 
sera dirigée suivant MI. Pour en déduire Q, il faudra faire coïncider 
les lignes CA, CB, CA', CB', de la fig. 12, avec les droites MG, MO, 
MK, MF, de la fig. 18; cela étant , on aura 

Û=:GM1'= — I, ,5=:OMr = 9r-.ï, 

a' = KMI= — -«-+£, ft'==FMI=-^-f i + oij 

ri. d'après Tune des formules (4) ou (5) du n® 44 > ^^ ^" conclura 

Q = Iprqr 8În i cot m. 

Relativement à la force R, on fera coïncider les lignes CA, CB, CA'^ 
CB', de la fig. li, avec les lignes MN, M0> MG, MF, de la fig. 18; 
on prendra doue. 

a=:NMr=:?9r — I — ûi, i = OMI' =; -jr — /, 

a'=GMI = — 9r + i, ft' = FMI=r— .-sr+i-f-»; 
et il en résultera 

R = 29r5^ [sîn / tang Q Tf — ^ (ù\ — sin (/-+-/») (i — tang- ^)]. 
Enfin, à legard de la force S, on fera coïncider les lignes CA, CB, 
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CA', GB', de la fig. i a, avec les lignes MG, ME, MF/ MN^ de la 
fig. 1 8; ce qui exigera que l'on prenne 

'À s= GMt' s:— {, 6=:£Mrs=9r^{>-tf^ 

et d'où FoD conclura 
S = vftqr [sîn î tang (7 ^ •*- ^ ^) — ^^^ icoi- t» — sîn (i H-o^)]. 

Au moyen de ces valeurs de Q^ R, S^ on aura 

Q — R + S= 77rqr{pL An i col m — 8in(i-f-û)) tang-û>— «isin icot-6i ]; 

équation que l'on peut écrire ainsi : 

Q — R + S + !X7rqr cos i œ= 2'jrqr cos {i -+- où). 

Donc , d après les valeurs de P et T , la pression totale exercée sur le 
corps flottant y en sens contraire de la pesanteur^ aura pour expres- 
sion 

en faisant, comme dans le chapitre précédent , 

On se rappellera que o^ a la même signification que dans ce cha* 
pitre , et que r + o^ est Tangle compris entre le rayon du corps dont 
la longueur est r, et la normale extérieure du liquide , menée par 
l'extrémité de ce rayon , lequel répond à la section du corps où le li- 
quide s'arrête. 

(82). A ce résultat , il faut joindre Téquation relative au volume 
du liquide que Ton formera de la manière suivante. 

L'équation difierentielle de sa surface peut s'écrire sous la forme 



i% 






^f\%-^b)tdt^^d. 
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6 étant tongoiirt la whstmte ifiiî provient de la valeur de p^ c' dé- 
signant une antre constante arkîtraore, et le radical étant ^lositif ou 
négatif, selon que la normale extérieure fait un angle aigu ou 
obtus avec Taxe des z positives. Pour f ss r ou 2 = A: , on aura 

Pour z sss o , on aura de même 






n étant Tan^ q«e eût la fMraade estërieum du liquide , au point 
où la génératrice de sa surface coupe le plan des x et 7, avec le rayon t 
du même point, que je représenterai par /. On a d'ailleurs 

afztdt = zt^--fedz\ 

si donc on £ait succesaivement. asso et tz=^j^ ^ z=^k et 4ss:r, 
dans réquation de la surface , et qu'on retranche les résultats Ton 
de l'autre p il en résultera 

Or I si Ton désigne par U le volume du liquide situé au-dessus du 
plan des X et j-, c'e^i^h-êHte au-dessus ou au-dessous , selon que U 
sera positif ou négatif, et si Ton observe que v est le volume du 
corps compris entre ce plan et la section korixontale où le liquide 
s'arrête , on aura 

et par conséquent 

Usa^rib- — p — 3ri(/* — y)-p-9ra*[rcûs(ir*-»)-^/^co«a], (5) 

Si i par exetbptè , le liquide est compris entre deux plans borizon- 
taux qui terminent des corps quelconques « et que l'on prenne le 

plan inférieur pour cdhii des ;ret 7*, on atira î ss - tf, 19 = - tt — m'^ 

en désignant par af l'angle donné que fait la normale extérieure du 
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liquide a son extrémité inférieure, arec la verticale metiëe dans 
l'intérieur dn corps sur lequel il s'appuie. Dans ce même cas , la 
quantité i> sera nulle ; il en résultera donc 

U = vkr^ — 7r6(r* — r^*) -f- ^a^ (rsinm — r' sm »% (6) 

Le volume V sera aussi nul , et la pression exercée de bas en haut 
sur le plan supérieur, aura pour valeur 

7rr*n -+- Ttgpbr* — Tfgpr (kr -(- a* sin a). 

Elle deviti faire équilibre au poids du corps que termine ce plan , 
augmenté de la composante verticale de la pression atmosphérique, 
qui agit directement sur toute la partie de la surface non en con- 
tact avec le liquide, et fait déjà équilibre à la partie ^Ttr^Tl de la 
pression inférieure. En appelant <9- le poids du corps, nous aurons 
donc 

V = '7rgfbr^'^7tgfr{kr -f- «•sin où). (7) 

Ces équations (6) et (7) servînmt à détermmer la constante A, et 
l'épaisseur A: du liquide, d'après son volyme U et la charge <9- qu'il 
supporte. 

(83). Lorsqtle le liquide s'étend indéfiniment , et qu'on prend le 
plan de son niveau naturel, pour celai des a: et jr, on a & ss o 
l'angle r\ est droit , l'équation (5) se réduit à 

U = ^kr ' — i' — 'iraV cos (i -f* ûi) , 

« 

et U est le volume du liquide soulevé on abaissé par l'action capil- 
laire autour du corps flottant. D'après cette valeur de U, la pression 
que ce corps éprouve en sens contraii^e de la pesanteur est la même 
chose que 



par conséquent ^ Fefiet. de l'action capillairs est de diminuer ou 
d'augmentar la pressio^p dont il s'agit d'une quantité ^ale au poids 
du liquide soulevé ou abaissé. 

Pour que le corps demeure en équilibre , il faudra que cette force 
soit égale à son poids augmenté de la composante verticale de la 
pression atmoephérique , qui s'exerce sur la partie de sa sur&ce si* 



i68 NOUVEtUS^JSaËORIE 

tuée hors du liquide., laquelle pomposai^ a ntf^H pour valeur. En 
appelant <9- le poid9 ^ <!Qrpa> pesé dans le yJde , <m aura donc 

On parvient immédiatement à ce râûltat enconsidërant un large canal 
compose d'une partie courbe et de deux liranches verticales, et dont 
la section normale soit constante d^qs toute sa longueur. Si Ton 
suppose que Tune des deux branches comprenne toute la partie 
de la surface du liquide qui n'est pas sen^lement horizontale , et 
qu'on appelle ft le poids du liquide pontenu dans l'autre branche, 
au-dessus d'un plan horizontal choisi arbitrairement , il est évident 
que le poids du liquide renfermé dans la preqnière branche, au- 
dessus du même plan, se composera de ;^ augmenté de gp\J et di- 
minué de gpV } ce poids fi -f* gpU — gp V, ajouté au ÎM)ids du corps, 
devra faire équilibre à /i. On aul^ donc 

f* + érpU — ^pV 4« 4r «r /i } 

i:e qui donne l'équation précédente^ Ma^ il était important de faire 
voir que les formules relatives jaux açtiobs, moléculaires, qui nous 
ont servi à trouver les équations de la surface capillaire et de son 
contour y peuvent aussi condjuire directement aux conditions d'équi- 
libre d'un corps solide en contact avec un liquide, et, généralement, 
aux valeurs des pressions modifiées par l'action capillaire. 

Si le corps flottant est attaché au plateau d'une balance , et qu'on 
ait mis dans l'autre plateau un poids ^a* -f- A , il faudra^ pour Téqui- 
libre de ce système, que nous ayons 

A=:gp(U-V), 

ou bien, en remettant pour U sa valeur, 

A =s gp [Tfkr^ — «^ — TCaV cos (* + &)) — V]. 

Si le corps est un cylindre ou un disque circulaire , et que le liquide 
ne termine à sa base inférieure ou à la circonférence de cette base ho- 
rizontale , on aura <; = o , V = o, et simplement 

A = 7rgpr[Â:r — £i' cos (f -f- »)]. ^ (8) 
Quand la ligne où le liquide s'arrête sera tracée sur la base , l'angle i 
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Shpa droit ; '.1 en résultera 

A = TTgpr (kr + rt* sia «) ; 

^( le rajon r pourra varier sur cette baise, en inéme temps que à 
et k. MaiSy lot^ue le contour du liquidé sera tracé sur l'arête qui 
tennme la base du disque, ou on taat soit peu au-déasus, l'an^ i^ 
o'est-à-dîre rioclihaison de la norifaale à la aorface de cette arèfe^ 

pourra prendre toutes les valeui*à, depuis i ae o jusqu'à i =±: -sr; 

par conséquent , ùk et k pourront varier saiis que r change de valeur 
el cesse d'être égal au rayon du disque, f /équation (8) iious servira, 
dans Je chapitre suivant, à résoudre une des questions les plui» inté- 
ressantes de la théorie de l'action capillaire. 

(84)* Pour déterfniner l'effet de la capillarité sur les pressions 
horizontales , je supposerai que le corps flottant soit compris entre 
deux plans verticaux et parallèles, d'une très .grande, largeur, afin 
qu'on puisse négliger, sans erreur sensible^ la partie de là pression 
qui a lieu près de leurs extrémités^ relativement à la pi^ssion totale, 
et considérer la hauteur di^i liquide et la pression comme constantes 
dans toute la largeur de chaque plan. Le corps ^era terminé, en haut 
et en bas, par des surfaces quelconques; on supposera la surface in- 
férieure eutièrçfaeuf. immexgée^ at la. surface supérieure entière- 
ment en-dehors du liquide. . La figure 19 représente pne section de 
ce corps ^ verticale et perpendiculaire à ses deux fixées latérales. Les 
U|r])es AD et A'D' sont les sectioift de la sqr&ce du lit^uide, de part et 
d'autre du corps, qui coupent ses deux faces aux points A et A'. 
Ces courbes sont différentes, et A et A^ n'appartiennent pas à une 
même droite honioutale. Selon que chacun de ces points estau-dessus 
ou au-dessous du niveau dû liquide, la courbe correspondante tour- 
nera sa cohcaVité pir en haut ou par en baâ. Lardroite LL'est l'inter- 
section du plan de Ja figure et d'un plan horizontal^ que je prendrai 
pour celui des xeijr, et que je supposerai à une distance k au-rdes^ 
sous du niveau du liquide. Elle coupe les deux faces dû liquide aux 
poijats C et C^, situés au-dessus de la partie courbe du corps et au-des- 
sous de A et A^ Je ferai 

AC^k + k, A'C=^AH-/,; 

2a 
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fc et A, AM»t des quantité pontÎTWOtt n^tira, •clon qne A et A 
Mwt ao-de«iu <m an-detaoïu du ntTeea do liquide. 

Cela poaé, !«• pr««ion» horinmlalet ae détruiront sur la partie 
dn oerpi wtarfa a»-deMOu» da plao dea « et ^i oellaa qui provieu- 
«nt dîTu pNariafei atoaMpkMqM •• délmir«iÉ éfakoient ^r le 
oorpa entier. A^-dewia dea poiuli C «I C, laa layona dé couAure 
X^et X' dtant infinie* la pràsion normale N ae réduira à aa partie 
B,. dont on pourra représenter la Taleur par 

/»=»(* — »)» 
abstraction &ite de 0. Les pressioM horixontalea qui pcoriennent de 
cette force /», et qui ont lieu sur les parties du corps correspon- 
dantes k CA et C'A', seront donc 

en désignant par / la largeur dû corps , et la supposant la même 
pour les deux surfaces. Par conséquent , si l'on effectue les int^ra- 
tions, et qu'on appelle i" l'excès de pression dû it la force p , qui 
pousse le corps de gauche à droite , on aura 

liais la quantité p n'est pas la presnon du liquide dans toute sa hauteur; 
dk cesse de l'être ^ une disUnce de la sur&oe moindre que le njron 
d'activité moléculaire j et, quoique cela n'ait lieu que dans une 
épaisseur insensible , la pression exercée par la couche superfid^e 
du liquide n'en est pas moins une quantité senôble, qu'il n'est pas 
permis de négliger. 

(85). Soit donc M un point du liquide situé à droite de la fignre , 
à des distances de AC et AD , moindres que les rajrons d'actirité 
du tube et du liquide. Par ce point, menons une TcrUcale OMG 
qui coupe AD au poitii 0, une perpendiculaire à cette coufbe AD 
qui la rencontre au point N, une horizontale BfiEl qui rencontre AC 
au point K, et une couAe FME parallèle. k AND. Nous aurons à 
déterminer les composantes horisontales des mêmes forces dont nous 
atons précédemment considéré (n* 8o) les oottiposaotes verticales Q , 
R, S, T. Je les désignerai par Q?, R', S', T'j la valeur de chacune de 
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ces quantités mrm / pour fectrar; et» «kstoKtkm fiait 4e et fiielMur, 
T' sera la composante adlftot IK de la Israe U dn n* 4>, qm. wf^ 
suiyant MF, et dont la ralevr est — f. ; d*aà Ton coadat 

m étant tonjonrs Tangle donné KBOÎ. Qnant aux yaleon de Q', 1L% S', 
elles s^obtiendront , comme eeDea de Q, R , S, d'après les fernrales (^ 
et (5) dn n* 44 f seulement , an lien de compter les angles a, b, af, b% 
k partir de la verticale IMI' (fig. iS), il faudra lenr donner poor ori« 
gine llioniM>ntale MH ou son proton g e m ent 101% et fidre- coincider 
les droites MK et MH, on supposer t =s o. 
De cette manière » on obtiendra la valeur de Q% en fiiisant 



a »GMH': 


9 ' 


I 


a'sKMH : 


= o, ^s=FMH =s 


— 5» + «î 


ce qui donne 


Q'ssa^f/ootM. 




Pour déterminer K, on 


fera 




/iaNMH'= 


ss^r — «, 3=0BfII's=: 


•': 


a'ssGMHs 


--wl,r, ^sFMHss: 


— .i» + »; 


d'où l'on oondut 







R'5=ç/[ung Q^r— ia>) ~(i — Ung5ai)cos ai]). 



Relatitement à S% on fHPendra 



1 > nm«m I 



;-■ »=» 



y;,i 



a 

et l'on en déduira 



S' ss: ç/Ftwig Q îT •— i a>) — • coa ai -*• oot i ai J. 
Il résulte de Ut que la pression horixontale exercée sur la froe du 

22: 
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corpb qur répond à AC, on pintÀl sur k coudit liquide ad^éente a 
^•Me 6tc9, demi elfe avgnieDtée d onr ibrce Q" — R' + S' + T 
dont la valeur MPa 

(\ * 
2 cot â# — cos A> fang - a — oot - o» j — q^l sin a ; 

qfoafitilé q«e l'on peut réduire à 

La force dont oo devra augmealer la presakua rdatiif^l b face cocr 
rc^pondaote à Â'G', sera de.méoie 

â#., désignant ce que deTÎent Faiigle ûê par rapport à cette seconde face 
du corps , qui peut a être pas de même nature que la première. Ces 
deux forces agiront en sens contraire V\itke de f antre; et si nous 
aidions é la valeur complète de l'excès de pression horiaontak qui 
pousse le corps de gauche à droite , nous auroub 

ou , ce qui est la ménie chose , 

êss ^gKP^ — ^. + ^•(«io ai — sia»,)], (9) 
en ayant égard à la valeur de la partie / , et obserrani que 

Ce résultat diffère de celui de la Mécanique céleste, en ce que 
Fauteur n'a pas tenu compt^^ de la preasiou purticuUèiie qui a lieu 
près de. la surfiice du liquide, et qui ne disparaît de.la valeur exacte 
de 6 que danss le cas particulier où les deux angles • et ai, sont 
égaux ou hupplcmens l'un de Tautre {^) 



f^) Le rai.' nnei iont qi W trcmvi a« oommenoemetit de la page 43 delà Théorie 
</c V Action f*^f^^ifft:rt moivipê qtie Li^Jace atiit jugd dette ^reiiioD tout-è-f«it 
nc^tif^^r.hlf parce qu riU* )»e 94|K>iid qu'à une ét^^ndae insensible de la surface 
du eor|>6.. 
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.75 



Loi^ue cette force é ne sera pes nulle, le corps sera mis en mou**- 
veiueDt smyant une direction borisontale el perpendicitlaire à ses 
deux faces latérales ^ qu'on a supposées d'une très grande laideur; 
et oe mouvement aura lieu de gauche à droite ou de droite à gauche^ 
selon que la valeur de « sera posftive ou ttégative. De plus, les ré* 
sultantes des pressions horizontales qui le poussent en sens con- 
traires n'étant pas directement opposées, le corps tournera, en même 
temps, autour d'uu axe passant par son centre de gravité et pa--- 
rallèle à ces mêmes fiices latérales. 
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%W^WW^MW»<W(WM<l<IW<l)lll<IWW<li<»»<l<ltWtlllt<t^^ 



CHAPITRE YL 

S0lutkms de dxffènnf frMèmet. 

(86). Rqyrenons la question du n* Sy, rdatire à Téquilibre d'an 
liquide contenu entre deux plans yerticaux et parallèles ^ que Ton 
regardera comme indéfiniment prolonge dans le sens hortMmfal, 
afin de n'avoir pas à considérer ce qui arriTe à leurs extrémités. 

Si Ton prend le plan des j et s parallèle aux deux plans donnés , 
Tordonnée s sera indépendante de ^^ et l'équation (i) du n* 49 ^ 
réduira à 

1 = as. 



(. + s^^* 



.-. M H I i 1 1 » . . 1 < 



en faisant, comme piéc^ 

En multipliant par -« d%^ intégrant et désignant par h la oms-- 
tante arbitraire, on aura 



^ 






b - .-. (.) 



Cette équation sera celle d'une section de la surface du liquide, faite 
par un plan vertical et peiyndiculaire aux deux plans donnés. Les s 
positives sont comptées en sens contraire de la pesanteur, et à partir 
du niveau extérieur du liquide dans lequel les deux plans sont plon- 
gés par leurs extrémité inférieures. Le radical doit être positif ou 
négatif, selon que la normale à la courbe fait un ang^e aigu ou 
obtus avec la direction des z positives; mais, dans toute sa Ion- 
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guear^ la eonrilM nW reoMqliife tpi'en un seal point p«r chaque 
yerlkale, et Tangle dont il s'agit est toi^onrs aign , an wiia que 
le radKcal sera contaminent potilif. 

Anx denx extrànités dit la courbe, le cosinus de Tani^ compris 
entre la normale et une horiaoïritale, lîfees l'une et Tanlm en-dehors 
du liquide, est une quantité donnée, qui peut éti*e positive on néga- 
tiye. Si eUe est positive en ces deux points , *la couribo tournera sa 
convexité par en-haut, dans toute sa longueur; si elle est u^gative, 
la courbe sera concave par en-haut; si elle est positive à Tune des ex- 
trémités et négative à l'antre, la conrlie se composera, en général, de 
deux parties qui tourneront leur coteavHé en sens contraires. Je dis 
en général; eu je ferai voir qu'il j a des états d'âpiiIilH*e possibles, 
pour lesquels ce ^dernier cas rentre dans Tnn des deux preabiers. Sans 
ces deux premiers cas, îi j aura nu point C pour leqnd la tangente 
sera horiaontale, et dans le dermer, la couribe prémninra générale-- 
ment un point d'inflexion que j'appeQerail. Je vais considérer succes- 
sivement le cas du point C et celui du poi^t I , qni sont essentielle-* 
ment distincts. 

(87). Je désigne par h la valeur de s qui répond au point C ; à cause 

de ^=^0 en^ce point, on aura 

«•as» — ^; '* 

et en éliminant ^, l'équation (i) deviendra 

he ndical étant une quantité pontÎTe, il faut que %* ne «oit paa plus 
grand que a*-\-¥;et,k ctauc que k premier membre de cette équa- 
tion est moindre qa9 a*, il frnt que ^ ne s«it pas plus petit que A*. 
Ainsi, l'on Toit «k^k.qn'ahstnwtio n faite du rigne, la yariable z est 
comprise entre les linûles h et \/ti^ + h^; elle sera positiTe ou né- 
gatÎTe, selon que la «ourbe tournera sa conoatité ou sa convexité par 
en-liaut. . , 

On tire de cette équation 



1 tG nouvelle 

Je coiwidérerai séparément les deux parties dç b courbe qai aboutie- 
seut an point C ; dans chaoïne d'elles ^ la variable x sera re{;ardée 
comme positive et comptée à partir de ce point; et pour <pi'elle 
ov^oisse depmis ce point jusqv^ chaque bout de la courbe* je sup- 
poserai le radical du même signe i{ae dk. 

Cela posé 9 pour exprimer x en fonctions elliptiques, je fins 

d'où Von tire 

et la variable ^ n'étant pas moindre que If^^ ni [diiis grande que 
A* -f' a*, cette valeur de tang* ^ sera positive ; ce qui suffit pour que 
9 soit un angle réel. LWpression de dx deviendra 

. (II' 4- fr) àp (A' + aii')frdy 

|/Â^4. an» cos* f (A> + aa* cos» ^)^ * 

iK«; ce qui est la même chose, 



d!r 



V^'a i/i — c»«îii»^ rV^a (i — c* sîn»^)» * 



en désignant par c une quantité positive , moindre cpie 1-tinité , ti 
donnée par Téquation 

D'ailleurs , on a identiquement 









.1 > 



* •! _ ' 



d 6ù il 



j (a — c') « àt %a I . . . — j 
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D'après les notations connues de M. Legendre , on a anisi 



r i 

Jv.r= 






les mtëgrales opminençant arec la TftriaUe ^. En intëgnnt , on anrm 
donc 



FCc,<p)-^?E(c,(p)+ /'"^. (5) 



On n'ajoute pas de constante arbitraire , parce que x est nnl au 
point C, pour lequel on a zs=zhp ce qui donne f s=s o et fait éva- 
nouir le second membre de cette équation. On aura en même temps 

c» (i — • c» «n* f ) ^^^ 

et ces équations (5) et (4) feront connaître les ^ et is de chacun des 
points de la courbe , en fonctions d une troisième variable ç , quand 
on aura déterminé le module c. 



Or , si nous faisons 



dx 



V 






cos m y 



m sera Fangle qui est donné aux deux extrémité de la courbe^ et qui 
dépend en chacun de ces points, de la matière du corps terminé 
par le plan vertical et de ceUe du liquide. En désignant par k la 

valeur de je qui répond à Fun de oes deux points , et éliminant ^ 
entre l'équation (â) et la précédente , il vient 

Af = A*+ a'(i — sin û>); 

en ayant égard à la valeur de c% nous aurons donc 

et si Ton appelle la Talenr de ^ qoi répond k 2 =3 A, il en résnltera 
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Soit a la valeur correspondante de x , cW-à-dire la distance da 
point C à Tnn des deux plans yeiticaux ; on aura 

-iV:J^J^^F(cJ)-.?E(c,9)+ ,J±^L =.. (7). 

Si nous désignons par V et â>Vla distance et l'angle relati& k l'autre 
plan vertical , et par ^ ce que devient 0, quand on y met e»' k la 
place de â»» nous aurons une seconde équation qui se déduira de la 
précédente , en y changeant a et 6 ^ en a' et 6^ J'ajoute ces deux 
équations» et je fais a + ^' =^> àe sorte que J^ soit la distance com- 
prise entre les deux plans verticaux ; il vient 

^' = i=:f:[F(c,9)^-F(c,fl')] 

pour l'équation qui servira à déterminer c. 

Dans le cas que nous examinons, les angles co et co' seront tous les 
deux aigus ou tous les deux obtus ; selon qu'ils seront obtus ou ai* 
gus , la courbe sera concave ou convexe par en-haut , et l'on prendra 
avec le signe -|- ou avec le signe — , les valeurs de z et de A don- 
nées par l'équation (4) et la première équation (5). £n appelant k^, 
ce que devient k lorsqu'on y change a> en a>', les ordonnées ex- 
trêmes k et k' se déduiront de la formule (4) f en y faisant ^ = fi et 
ç z= d'y OU bien elles seront données immédiatement par la seeonde 
équation (5). La distance de C à l'un des plans verticaux ou l'une des 
valeurs extrêmes de x, se déterminera au moyen de la formule (7); 
et en la retranchant de cT, on aura la distance de C à l'autre plan. 

(88). Quand on aura â)= cû\ les distances et et ol' seront égales 

entre elles et à - «T. Si ces angles sont, en outre, zéro ou Tf, oc aura 

simplement 

cot ô = /i — cV 

Pour résoudre par rapport à c l'équation (7) qui est transcendante, 
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il fandrait donner à c une série de valeurs croissantes par de très 
petites différences 9 depuis 17=0 jusqu'à c= i } calculer, au moyen 
des tables elliptiques de M. Legendre , les valeurs correspondantes du 
second membre de cette équation; et former ainsi une table des valeurs 

de ^ , relatives à toutes ces valeurs de c : cela étant j lorsque la 
distance J" ou 2a, et la constante a, et par conséquent la quantité 

— - seraient données , on chercherait dans cette table la valeur cor-- 

respondante de c. Mais le problème sera bien plus simple si l'on 
donne l'élévation h du point C et la constante a, et qu'on demande 
quelle doit être la distance 2ci comprise entre les deux plans. 
Supposons , par exemple , quV>n doive avoir 

il en résultera 

c=-ip=, cot8=-i.., «=:54^44', 

et l'équation (7) deviendra 

Pour ces valeurs de c et 6^ les tables de M. Legendre donnent 

F(c, 9)= 1,02806, 

E(cî,fl) = o,89iii; 
d'où l'on conclut 

j=s 0,4776, 

pour le rapport de la distance des deux plans à la plus petite or<- 
donnée de la courbe. 
D'après les équati<ms (5) , la plus grande ordonnée est 

l'ordonnée moyenne est doac 

' = ;*(• + V/1)'- 
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et h vlaf ronmp9tAmtf de y tcrt 



Po«r cette rdeiir de # et cas m ^, oa trovre» dans les l^yet 
de M* ËJtgtBBf€p 

F(c, ♦) = 0,69500, 
E(c, ^) Œ0/Î4457; 

et récjoatioo (3) donne ensuite 

En comparant cette valenr de x à celle de a on de - /, on a 

x^ss €1(0,8626); 

en forte qne, dans cet exemple, les ordonnées mojreniMS sont bean* 
coiqp pins rapprocbees des plans yerlkanz qne dn point C; ce qoi 
tient an pen de conrbnre dn liquide près de ce pmnt. 

(Sg)* Si A est tris grand par rapport à a, le modnle c sera nne très 
petite fraction, et l'on ponmi déyeloi^r les fonctions elliptiqnes en 
séries très conyergentes, sniyaot les puissances de c; ce qni domie 

F(c,0)s8-hj(6-^sin8cos8) + etc., 

E(c, 0) sa— j(l — 8in6 Gos 0) + etc. 
L'éqnation (7) deriendra 

'^^ ss c sin 8 008^8 -f- ^(fi — sin 8 cos 6 + 6 sin* 8 cos 8), . 

en négligeant la cin^aième poissapce 4e c. Pour plus de simplicité , 
j^ supposerai que m soit zéro ou ^; on aura alors, en yertu de Téqua- 
tîon (6) , 

tang8si4-ic'-f etc., 8=» J'irH- Jc*+etc., 
et, par conséquent. 
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î^+îO+i^)- 



£radraqae le rapport - soit une très petite f 
îra U cinanikne Duissance : d'oà il résultera 



3 — 



équation (5) donne ensuite 



*=*[S-*0-H3' 



où Ton prmdim le signe snpérieiir on toférii^iir^ selomqne où sera zéro 
ou ^, (^est-à-dire selcm que Ib. liquide sera concave ou convexe par 
en haut. 

Si les deux plans Terticaux qui termineqt le liquide sont de la 
même nature , c'est-à-^£ro fà*af eM aussi aère ou v» de sorte que 2« 
soit leur diatanoe nmtudle, on yoit que le premier terme de cette 
râleur de A sera le même qM daM le cas d'un ttâie qui aurait cette 
distanoe pour rsjooi ce qui u^a plus Kcu pour la valeur totale 
de A.. 

M. Gaj-Lussac a dbaeryé rélévation de Teau entre deux plans ver- 
ticaux et parallèles^ préalablement mouillés de ce liquide. Leur 
distance étant 

il a trouvé 

h a»x5"«,574. 

Mais la température s*élèvant à i6* pendant cette expérience, il faut 
augmenter la valeur de h^ pour rendre la valeur de a*, qu'on en dé- 
duira, comparable à celle du n® 56, qui répond à une température 
de 8%5. On pfendra donc 

* = (,3--,574) (. -Ir ^)=«' 5,587a, 

• • * • 

à cause que Taugmentation de densité de Teau est d'environ -^ 

pour chaque degré d'abaissement dans la température, et que' l'ac- 
croissement de h est proportionnel à cette augmentation ( n"" 55 ). 
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Au moyen de cette dernière valeur de h et de celle de ^a, oi. 
trouve 

a* = (1496473) millimètres carrés ; 

ce qui diffère peu de la valeur de a' du n® 56, qu'il faudra préférer, 
comme étant conclue d^une observation plus susceptible d'exactitude. 

(go). En négligeant le cube de c, Téquation (8) se réduit à 

— î— =5 c (sin 9 cos 6 -f- siû V cos V). 

Si nous faisons as-'TT + ftet a'=-^+.ft', les angles 8 et B' 

différeront très peu de -fi et -fjt! ^ d'après Téquation (6); et Ion 
en conclura 

-.^ = jc(8m^ + sm/^')- 
La pi^mière équation (5) donnera donc 



û* 



h = --v(sîn u + sin fi*), 

en observant que f» et ft' sont positifs ou négatifs, selon que eo et 
fj sont obtus ou aigus, ou selon que le liquide s'élève ou s'abaisse. 
Au même degré d'approximation, la courbe du liquide sera un arc 

de cercle, d'un rayon égal a y. 

Cette valeur approchée de h nous montre que quand les deux 
plans verticaux, qu'on suppose très rapprochés, ne sont pas dans 
le même état, l'élévation ou la dépression du liquide est la demi- 
somme de celles que l'on observerait si ces deux plans étaient suc- 
cessivement de la même nature que chacun d'eux ; ce qui n'a lieu 
toutefois que dans la première approximation* 

(qi). Je retranche les équations (3) et (7) l'une de l'autre, et je 
fais a*^xs=til> en sorte que u soit la distance d'un point quel- 
conque de la courbe du liquide au plan vertical qui répond à l'angle 
(^ ; il vient 
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îîli^ = î=fr[F(o, e)-F(c, <p)3 






âin°^ 



— -rE(c, fl)— E(c, (P)]H- ".- /^-- 

« ■ • 

Maiotenant, si Ton supprime l'autre plan vertical, la courbe sera 
asimptotique de Taxe des Uf et Tordonnée h du point C sera infini- 
ixient petite ; en appelant donc b le complément du module , de 
sorte qu'on ait 

b sera aussi infiniment petit, en vertu de la première équation (5): 
et si Ton fait , pour abréger / 

I — 8În # ^ 

l'équation (6) donnera 

2 



D'après Téquation (4)f ^ sera infiniment petit , excepté pour les va<^ 
leurs de 9 infiniment peu différentes de - tt ; je fais donc aussi 

et il en résulte 

Z*=: 



c'est-à-dire , 

z ^ 

Pour ces valeurs de cp et 6, on aura 



E(c, 9) — E(c, (p)=y \/i~c-sîn*prf«/=o. 
On a aussi 

F(c, e)-F(c, ♦)«/• - ^\ , ; 
et en faisant 



2 

cette dernière équation devient 



i^ss^Ti? — 6i/; dvss ^ bdv^. 



tB4 NOUVELLE TBÈOKSE 



iM mn donc 



V^i— c*iîo»f V^i + f"" 



V^^t^y '-f •f + f^' I ^ ^ 



a 



sobstîtae pour ^ tX 9 lem ▼alam, et qn 
4. on cark finalemeot 



-^=log — pr +aco<;fi^ . , (9) 

pour Fëquation de la courbe formée par le liquide qni s'âère on 
a'abaiase le long d*nn plan yertical ; /it étant Tangle aigu que fait la 
normale à ton extrémité^ arec la yerticale, et qu'on r^arderm comme 
positif on comme n^atif , selon que cette courbe tournera sa con- 
caTÎté on sa conyexitë ptr en^-hant, afin que Tangle t» soit obtus 
dans le premier cas et aigu dans le second. La yariable s sera, par 

conséquent du même signe que ft, et le radical V^^*-"* ^ devra être 
positif, pour que Ton ait ii =5 oo , quand z s= o , ainsi qn'on l'a 
supposé. 

Si l'on appelle l la valeur de z qui répond à u ses o , on aura , 
d'après la seconde équation (5), 

/ssav/âsin -A^; 



et cette quantité rend effectivement nulle la formule (9), quand on 
la substitue à la place de z. Il en résulte que la' constante a» relative à 
la matière d'un liquide, exprime son élévation an-deasua.dn niveau, 
le long d'un plan vertical qui a été préalablement mouiUé dans toole 

sa hauteur par ce même liquide; car on a alors â^ss^, ;ss=: --^, et. 
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par consëqaent, Issa. Dans le cas de Team li la températore de 8*^1 

(n* 56) , on anra 

Z«=a=:3— ,8888, 

poor cette élévation. 

(ga). Maintenant, considérons le cas où k cowbe da liquide pré- 
sente nn point d'inflexion L 

Je désignerai par i l'angle inconnu que fiadt la tangente en ce point 
avec ]a droite horizontale, menée par le même point. Comme il 
faut que la partie de la courbe qui tourne sa concavité par en haut, 
soit plus élevée que la partie concave par en bas, il s'ensuit que 
Tangle i sera moindre que chacun des angks aigus que font les 
tangentes aux points extrêmes, avec ia droite horizontale menée par 
le point I , et moindre qu'un angle droit quand ces tangcutes seront 

verticales. De plus, ^ changeant de signe de paft et d'autre de I, 

il faudra que oîtte quantité soit nulle ou infinie en ce point ; For- 
donnée z sera, en même temps, nulle ou infinie, en verki de la 
première équation du xY* 86; et puisqu'elle ne saurait être infinie, 

il faudra que les quantités -rj, et z soient nulles au pokit I , qui 
se trouvera, par conséquent, dans le plan du niveau du Hquide. 

Je fais donc ssso et j- =: tangi dans l'équation (t); il en 

$ulte bssa^ cos i. Cette équation devient 



/' 



=ssyr =S5a*COSl — 2*J 



d9^ 

et, à cause que le radical est une quantité positive, on voit que s* 
sera moindre que a* cos t*. On tire de la 

Je fixerai au pointât l'origine des jr ; je dmsidérerai séparément cha- 
cune des àevac parties de la courbe qui aboutissent en ce point , et je 
jpegar^eraMe radical comme étant de même signe que ik. 
Pour exprin^er x en fonctions elliptiques, je fais 



coalise. 



M 



^ 



i-c-A^, '• (^<») 



«' 
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et ensuite 

2£i'c* (i — c*) sin* ^ 

d'où il résulte 

quantité positive ^ à cause de z' <^ £<*^cas i et cos i <^ 2C*; ce qui suffit 
pour que Fangle ^ soit reeL Nous aurons 

V/aV/i — c»«ki»f (i^c»8»»f)» ' 

ou I ce qa\ est la même chose. 
En intégrant, on aura donc 

On p ajoute pas de constante arbitraire , parce qv'au point I #fi a^ 
i( la fois^ a:s=;o^ ^sso^. 9=10» 

Je désigne par ùù le même angle que précédemment (n* 87), par 
' a la distance du point I au plan vertical qui répond à cet angle » 
et par k la valeur de % relative à xa&Be; en sorte qu'on ait 

dx ^ ' ^ 

— . — =s — €08 Où f — . Il 1,11 sa «• cos i — ^, 

pour x=t »• En éliminant ^ , 3 vient 

Ar*=Bii^(«sî— . sina). (ra) 

li'angle. m. ^ra obtus pour le {>laa vertical , le long duquel le li- 
quide s'élève^ et aigu peur l!autre plan, le long duquel il s'abaisse ; 
le signe de k sera contcaire à celui, de cos ai. En appelant 6 l'angle 9 
qui répond à zssA: et xzszMf on au» 

^^^^L^^ ac»— I— 8in # 
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et, eu vertu de ré^ualiau (n). 



Gîtte équation répondra k Tune dès exti^émitës de là cottrbe du li- 
quide. Si Ton désigne par a', tà\ %\ .çe.qu^ deviennent^, ^#89 rela* 
livement à l'autre extrémité, on aura une seconde ^équaticip qni se 
déduira de celle-là , en ymettant o! et 6' à. la place de a et 6 ; en fai- 
sant la somme de ces équations , ël appelant S" Ta distance des deux 
plans verticaux qui terminent la courbe, nous aurons 

^^ = F(c, «)-î-F(i7, f)--!iEC^, %^iB.{c, eO 

. 9c*8iii9cMA , ^c*. lin 4^4)06 6' / t\ 

Cette dernière éqnation servira à déterminer le module c , et , pai 
conséquent, l'angle i\ les équations (10) et (11) donneront ensuite 
les valeurs des i^oordonnées % tk x tn foncti^ns^ d'une trcÀième va- 
riable ^ ; ce qui est la solution comiplète du problème. 

Lorsque l'angle i^ sous lequel la courbe vient couper le niveau na- 
turel du liquide, sera donnée l'équation précédente fera connaître 
immédiatement, au moyen des tables des fonctions elliptiques, la 
distum des deâx plans qui d«v« avoûr lieu. Nmb allons fiiire succès- 
sivement, sur cet angle, différentes suppositions. 

(gS). Je retranche les équations (11) et (i3) l'une de l'autre, et je 
fais fit — us=zx\ il Tient 

ii^»r=F(c, 9)-F(c, f)-.aE(c, «)4-a1S(c, f) 

Si l'angle i est infiniment petit, c dMTérera infiniment peu de Tunité , 
et cette équation, jointe à la fcHmule (10^, devra conduire è l'équa-- 
tion (9), relative à la courbe asymptotique; c'est, effectivement, ce 
que Ton vérifiera sans difllicullé par un calcul semblable a celui du 
a* 91. Mais on parvient aussi à cette léquatien (9), par Fintégration 
directe de l'expression de dx du numéro précédtttt. 



m HOUYEUE 

Ea €Êet, ea lâauA Jx^j^-ébi et isso. 




**-. rcffimile. Mit 



«Al SB -4^ — aV^aeMy<&>; 

c*^ étast la conttinte ailiUnm* CtUit wpiitioii crt la piaiife cmk ^m 



Si Ton £ift, dans r^qaat k m (i a), i&bb« et «#s= i^r+fi, ctqaW^ 

fl a 

pdle / la Taleor c o n wp oadanlc àtk^ùa ann 

/«aV^afai^fi; 
it eomoM / cit k Talev de s qui r^Kmd a usso^ûtia lénihiri 

t+COf -A» 

at^ par coMé^panty 

ca qui cciocide arec Féqualkm (9). 

(^). FaitOM 41 ss 'ir+ii et a/ss i^r-f-fi^y ^ Mrte que ^et 

Iê! ment les u|^ won^^ Wjiiek kt tangentes exir è m e a à k couIm 
dn liquide Tiendront couper son nireau natnreL L'un de oea ao|^ 
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positif et l'autre négatif, puisque Tan des angles « et a»' est obtns 
lutre aigu. Abstraction fidte dn signe, ils surpasseront Tangle 1. 
dt fA le plus petit des deux angles fA et fA\ et supposons que i dif- 
fère très peu de fi. L'angle sera très petit; car la valeur de tang* 6 
du n* 9a peut s'écrire ainsi : 

tog-e=-22!i=:2îii-, (,6) 

asm** {cos*-At 

a %^ 

et si nous fiôsonè 

i=s/i^|4*sîn/i, 

de sorte que >|/ soit une quantité très petite, nous aurons ss 4 y en 
négligeait ff'cube de 4* Le rapport - sera aussi une très petite firac-* 
tion; et, d'après l'équation (i5), nous aurons 

i^*sB(ac*— i)4=;4cos|^ 

Le point I sera donc idors très rapproché de l'un des deux plans ver- 
ticaux, et l'ordonnée k du point ou 1q liqofde s'arrête le long de ce 
plan, sera très petite; en vertu de l'équation (xa), elle aura pour 
valeur . 



i(rsa ^sin/(iss«tangft. 
Ka 



Bfais il n'en sera pas de même à l'autre extrémité de la courbe , si 
l'angle fj^ n'est pas très peu différent de fi , abstraction £ute du 
signe. 

En effet, on aura, i très peu près, 

asia^-MCOt^- j^ 
a^ a 

et FaBf^ ^ n'étant pas très petit, le rapport ^, déterminé par Téqua* 
tion (tS), ne le aen pas non plus. Prenons, par exemple , 

fcsB— 60*, At'ssgo*} 
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i) «a «ésiilttni 

làng' 9' rs a , fl' = 54" 44'. 
FMtr c«lle mImf d« ^ «ft <; csma 6«*i ob « 

F(c, fl') 5=1,07855, 
E(0,l') a 0,85544 ; 

et réquation (i5) donne 

t 

On aura, en même temps ^ 



A' s= a V/COS ft — C0&|«' as -7c: ^ 

pour Fordonnée du poitit'oh le Hipiidd B^tfrrète leiotig du plan vertical 
i:orrespondaat à a^ 

Tontes les fois que la distance J^ sera très petite par rapport à a , 
et qu'eD même temps les ai^le^./i etfjtfne seMnt pas tris peu diffë^ 
rens Tu» dç VtAtre^ abstraction faite 4tt signe, aacon de» deux an- 
gles 8 et A' « sevii jtrès jpetît; les distances « et ^4» point I aux deux 
points verticaux, aussi bien que les coordonnées d'un autre pointée 
la courbe du liquide, ne pourront se déterminer, même par ap- 
proximation, sans recourir aux fonctions elliptiques; et cette courbe 
ne se réduira, en aucune manière, à une ligne algébrique* 

(^Sy Dans le cas de fi! z=z ^^ /a^ la courbe du liquide sera 
symétrique au-dessus et au-dessous de sbn mveau naturel ; on aura 

«= ' J^; et si la distance cT «t tipès petite par rapport là a, on 

pourra supposer Tangle 6 très petit, et Tangle i très peu différent 
de fA. D'après le nuflfeért précédent, M «tiM généralement 

-jP«4ces^, 
et, par conséquent, 

4 = "Ty^ * ^ ==/* •^ Tzrrrr- > A: = -d^tanga. 
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L'angle ^ qui entre dans les équations (lo) et (ii), étant toujours 
moindre que 9, sera aussi très petit. En négligeant le cube de , 
ces équations deviendront 

'Jl2B=(a^~ i)f , «•«=a<ï'e*(i— c'}^*; 

et si Ton élimine ^ entre ellei^ et qu*on y îasae c =3 ces ^ 1 se cos - fé ^ 

H vient 

z lOÊL^sc tang ;t ; 

en sorte que la courbe du liquide se réduira^ à très peu près^ a 
use ligne drràe. L'élévatimi ou la dépression de .ses extrémités sei*a 
proporticiimeUe k \f^ iUstaoee ^ des deux plaBS veytieaux , et indé- 
pendante de ]m matière du liquide» Mais cela s'aura- plus lieu lors«- 
que Tangle ^ sera droit ou k peu près droit; ear alors le premier 
terme de chacune d^ for9iuW.(pi;) ^ (vS).s'éTaa«iiira ou sera très 
petit, ce qui rwdra nécessaire Ift^cosstdératio» d« ter»e suivant. 
En teaant cooqyte de la twisième puissance de 9 et de 9^ on aura 

^» = (ac«-. 0*-H c^'— Çf*, 
Si Ton suppose /t = - 9r , on tirera de Téquation (i5)> , 






en négligeant la quatrième piaa3aiM|^ de ft j oq aura donc 






a 

et^ par cŒ^Bequent , 



^■ = i»\/?-B»'- 



XKapi^ l'équation (lo), on aara» en même temps , 



%^-^.y 
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d où il ràfJte 

i_ 



i'V? 



3^ 



f 



pour l'équatioa de la conrbe da liquide qui sera une panfaDle en- 
hîque. Les ordonnées de ses extrémités , c'est -j^ - dire les yaleurs 
de z qui répondent k ^=szb0, seront 



±\?^. 



pour lesquelles on a effeclivement x = db «• L^élération ou la dé- 
pression du liquide dépendra donc de la constante a, et sera, en 
outre , proportionnelle à la racine cubique de la distance mutuelle 2% 
des deux plans extrêmes. 

(96). Si Ton plonge dans un liquide deux lames yérticales, pa- 
rallèles et d'une grande largeur^ les formules prâ:édentes senrîroaf 
à détenniner, dans tous les cas, la figure du liquide en-dedans et 
en -dehors de ces deux lames. En tnéme temps ^ 1 équation {g) du 
n^ 85 fera connaître Texcès de pression horizontale, qui pousse chiH 
cune de ces lames perpendiculairement à leur direction; et Tex- 
pression de cette force sera très simple, d après les valeurs que nous 
avons trouvées pour les ordonnées verticales des points extrêmes de 
la couche du liquide. 

En effet, lorsque le liquide s'élèvera ou s'dbaissera à la fois le 
long des deux faces intérieures de ces deux lames, on aura (n* 87} 

A* = *• -+- a' (i -*- sin ùÊi)p 

pour le carré de l'ordonnée de l'extrémité de la courbe intérieure 
du liquide, qui répond à l'angle donné tf. Si l'on appelle k, l'or- 
donnée de l'extrémité de la courbe extérieure, et ûf^ Fangle cor- 
respondant, on aura, en même temps, 

A*, ss a' (1 — sin «,); 

car le point de cette courbe oh la tangente est horixontale , et dont 

est A, se trouvant an niveau dii liquide, on a A ss o. 
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Or, ce8 yaleu» deJ:* ^et A^, rédvb^iU réqaation (9) du m 85 à 

L'excès de pression qui pousse ckaq«e Itme de deliors ea dedans est 
donc nne quantité positive ; ce qui aMWtre que dans ce premier cas 
les deux lames se rapprocheront Tune de l'autre, quel que soit l'état 
de leurs faces extérieures. La force i qui produit cette attraction ap- 
parente sera la même pour ces deux corps, et proportionnelle au 
carré de l'ordonnée du point C de la courbe intérieure, où la tangente 
est horizontale; et comme A est, à peu près, en raison inverse de la 
distance mutuelle des deux lames, quand elle est très petite par rap- 
port à la constante a, il s'ensuit qu'alors cette force sera en raison in- 
verse du carré de la distance. 

Quand le liquide s'élèvera le long de la face intérieure de l'une des 
lames, et s'abaissera le long de la face'^intérieure de l'auti^, le carré 
de l'ordonnée k de l'extrémité de la courbe intérieure qui répond à 
l'angle donné ai, aura pour valeur, d'après l'équation (la), 

Af 5=s â'(cos i — sin û>) j 

i étant l'angle sous lequel la courbe intérieure ooupe le niveau natu- 
i*el du liquide. A l'extérieur, cet angle «st nul, et Ton a 

A:\ = a'(i — sîn«,), 

comme dans le premier cas. En vertu de l'équation (9) du n* 85 , 
on aura donc 

£ = g^fa*(cos£— 1), 

pour la force qui ponsse chaque lame de dehors en dedans ; et comme 
sa valeur est négative, on en conclut que, quel que soit letat des faces 
extérieures des deux James, elles s'écarteront toujours Tune de l'autre 
dans le second cas que nous examinons actuellement , c'est-è-dire dans 
le cas où la courbe intérieure présente un point d'inflexion. Si, en outre, 
cette courbe est symétrique au-dessus et au-dessous du niveau naturel 
du liquide, et que de plus la distance des deux lames soit très petite par 
rapport à la constante a , l'angle 1 , réduit au premier terme de sa va- 
leur, sera égal à cê ^, d'après le numéro précédent; par consé- 

25 
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qaeat^ ia torae e se trouvera indépendante de la distance des deux 
lames, et à peu prés égale à gp,la^{i — ' sinâ»)^ abstraction faite dn 
signe. D en sera de même toutes les fois qne le point d'inflexion 
sera senlement très rapproché de Tnne des deux lames à laquelle 
on supposera que répond langle eo, comme dans l'exemple du 
n» 94. 

Il est très remarquable que la force £ ne dépende jamais de la 
tigure extérieure du liquide et de l'état des faces externes des deux 
lames; il Test également quon puisse toujours déterminer cette force^ 
sans connaître la courbe intérieure du liquide, et au mojen, seu- 
lement, de l'ordonnée h ou de l'angle /, qui répondent aux points 
que j'ai désignés par € et I. 

S'il n'y a qu'une lame flottante à la surface du liquide, la force « 
sera nulle, quel que soit l'état de ses deux faces; en sorte que la 
lame ne prendra aucun mouvement horizontal; mais elle pourra 
tourner, ainsi que je l'ai dit précédemment (n'^SS), autour d'un 
axe horizontal et parallèle k sa largeur, passant par son centre de 
gravité. 

S'il y a plus de deux lames flottantes verticales et parallèles, les 
valeurs précédentes de € conviendront encore à chacune des deux 
lames extrêmes. A l'égard d'une lame intermédiaire, on aura 

eu supposant que les deux courbes adjacentes ne présentent aucun 
point d'inflexion, et désignant par h et h' les ordonnées de leurs 
points C : la lame sera poussée du côté de la courbe à laquelle rë» 
pond la plus grande de ces deux quantités, abstraction faite du 
signe. Si l'une de ces courbes présente un point d'inflexion I, et 
lautre un point C, auxquels répondront l'angle 1 et l'ordonnée A, 
on trouvera 

1=; ^f/(A' — fl*COSl), 

pour la force qui poussera la lame du côté du point G ou du point 1 , 
^lon qu'elle sera positive ou négative. Enfin, lorsque chacune de Ces 
courbas aura un point d'inflexion , on aura 

( = gfla^ (cos i — cos 1') ; 
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i et i' désignant les inclinaisons de la tangente qui répondent aux 
deux points d'inflexion : la lame sera alors poussée du c6té de la 
courbe à laquelle appartient le plus petit de ces deux angles. Ces ré- 
sultats se concluent, sans difficulté, de l'équation (9) du n^ 85, com- 
binée ayec les râleurs de f^ et k*^ dont nous venons de faire usage , 
dans le cas de deux lames flottantes* 

(97). Avant de qujtter ce sujet, il nous reste à faire voir que quand 
Tun des angles représentés par ea et c^' est aigu et l'autre obtus , il 
y a, comme je l'ai dit précédemment (n^ 86), d'autres états d'équi* 
libre possibles en général, et dans lesquels la couche du liquide 
ne présente pas de point d'inflexion entre les deux plans auxquels 
ces angles répondent. 

Pour cela, considérons d'abord la courbe qui a lieu lorsque les 
angles cû et cà' sont égaux, et supposons-les obtus. Soit AC6 cette 
courbe (fig. ao), C le point où la tangente est horizontale, ED et 
GF les faces internes des deux lames flottantes, A et B les points 
où elles sont rencontrées par la courbe ACB. Par le point A , me- 
nons une horizontale AK dans la matière de la lame adjacente, et 
une normale AN en dehors du liquide ; KAN sera l'angle a» , et 
Ton aura 

dz 
cosû. = - ^ (,6) 

en regardant le radical comme une quantité positive , comptant 
les X positives à gauche d'un point choisi arbitrairement, et 
finsant x s= OD après les différentiations. Par un point A' de la 
courbe, situé entre A et C, menons une verticale AIX qui tombe 
a droite du point 0, une horizontale AU à gauche de AD', et 
une normale extérieure A'N'. Si Ton appelle ^ l'angle obtus 
HA'N' , il est évident que la valeur de cos co se changera dans 
celle de cos 9 , éti y faisant a? sss — OD' après les difierentia-* 
tions. Par conséquent, si nous faisons généralement x == — x\ 
et si nous désignons par A»' le Mpplétnent N^A^K^ de l'angle ç, 
nous aurons 

25.. 
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en fiiisant a^=: Où' après avoir diSéreati^. 

Or, maintenaaty plaçons dans le liquide une lame parallèle à EÂD, 
dont la lace V!MW, tournée du côté de EAD , passe par le point Â', 
et supposons que (»' soit Faagle spécial qui répond k la matière de 
cette lame et à celle du liquide. H est évident que l'équilibre du li- 
quide ne sera pas troublé entre AD et ÂlF; car la courbe AÂ' satis- 
fait, par hjrpothèse, à Téquation générale de la surface capillaire, ré- 
duite à une seule dimension ; et, de plus^ les équations (i6) et (17) , 
auxquelles ses extrémités A et A' satisfont également, sont celles 
qui doivent avoir lieu , en particulier , pour Téquilibre du liquide 
que l'on considère entre les deux lames EAD et E'A'D', en y re- 
gardant ùà et û/ comme des angles donnés. Voilà donc un état d'é- 
quilibre dans lequel le liquide s^élève à la fois le long des deux 
lames parallèles, quoique les cosinus des angles oà et e/ qui s'y rap- 
portent soient de signes contraires. Le liquide s'élève et sa surface 
est concave par en haut, parce que nous avons supposé l'angle ob- 
tus ùÊ plus grand que le supplément de l'angle aigu o»'; il s'abais- 
serait, au contraire, el sa sur£M» serait concave par en bas, si 
' l'angle obtus était moindre que le supplément de l'angle aigu. 

La courbe AA' sera déterminée par le système des équations (3) 
et (4) ; mais si l'on représente par J" la distance comprise entre ces 
deux lames, S" ne sera plus la somme, mais la différence de leurs 
distances « et a' an point C, qui se déduisent de l'équation (7); et, 
pour déterminer le module o^ on aura 



/V^a a— «• 



[P(c,fl)-F(c,9')] 



au lieu de l'équation (8); 4 étant toujours déterminé par l'équa- 
tion (6), et ^ désignant ce que 6 devient quand on y met m' au 
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lieu de m. Oa prendra le signe rapérienr ou inférieur devant ^^ 
selon que cette formule (18) sera positive ou native. 

Quant aux ordonnées verticales ketk! des points A et A' au-dessus 
du niveau du liquide , elles seront données par les équations 

k^zsh^^a^ (i — sin »), ^'•œA^H- a'(i — sin »'); 

h étant Tordonnée du point C^ situé sur le prolongement de AA', dont 
la valeur sera 

c 

Ces ordonnées seront de même signe; et on les regardera comme 
positives ou oooÀiie négatives y selon que celui des deux angles a» 
et dâ', qui est obtus, sera plus grand ou moindre que le supplément 
de Fangle aigu. On verra /comme dans le numéro précédent, que les 
deux lauiea flottantes seront poussées Tune vers Tautre , quel que soit 
l'état de leurs faces externes. 

(98). Au lieu de la courbe qui présente un point C où la tangente 
est horizontale, si Ton considère ceUe qui contient un point d'in- 
flexion I, on en pourra prendre une portion, située d'un même côté 
du point I| pour la figure d'équilibre d'nù liquide compris entre 
deux lames parallèles, telles que les cosinus des angles spéciaux (» 
et m' soient de signes contraires. Ce nouvel état d'équilibre aura cela 
de commun avec celui du numéro précédent , que le liquide s-élè- 
vera ou s'abaissera a la fois le long des deux lames; mais ils dif- 
féreront l'un de l'autra par la nature de la surface. La portion de 
courbe qui termine le liquide sera maintenant déterminée par le 
sjrstème des équations (10) et (11); le module c étant donné par 
1 équation 

qui reitiplacera l'équation (14)9 ^^ ^^^ laquelle ^ continuera de 
représenter la distunce mutuelle des deux lames, regardée comme 
une quantité positive. 
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Les oxiSiounées k et k! des points extrêmes seront données par Ses 
équations 

k^ssa^ (cos I — sin a), l^^^sz a* (cos i — sin ttf) , 

en tîaisant c = cos - î , et regardant k et A^, qui doivent être de même 

Signe, comme des quantités positives ou négatives, selon que celui 
des deuic angles donnés cd et o/ qui sera obtus , surpassera le supplé- 
ment de l'autre ou en sera surpassé. On en conclura , comme dans le 
n^ 96, que , dans cet état d'équilibre, la pression horizontale du li- 
quide tendra à écarter les deux lames l'une de l'autre. 

Nous voyons donc que si l'on rapproche l'une de l'autre deux lames 
verticales et parallèles, qui soient telles que le liquide s élèverait le 
long de Tune et s'abaisserait le long de l'autre , si elles étaient isolées, 
il pourra généralement prendre entre elles trois formes différentes * 
dans l'une de ces formes, la courbe qui le termine présentera un 
point d'inflexion; dans les deux autres, eUe ne présentera ni nn 
point d'inflexion, ni un point où la tangente soit horizontale; mais 
son prolongement en dehors des deux lames contiendra un point de 
lune ou l'autre de ces deux espèces. Toutefois, lorsque a», cê', J", 
sont donnés, ces difiérentes formes du liquide supposent que les va- 
leurs de c tirées des équations (14)9 (i3), (19), scmt moindres 
que l'unité ; et si cette condition n'est pas remplie pour l'une de 
ces équations, la figure correspondante ne peut avoir lieu. 

(99)» Pour éclaircir ces résultats par un exemple, supposons que 
l'une des deux lames ait été préalablement mouillée par le liquide, 
et prenons, en conséquence, â» = 7r; supposons, en même temps, 
que l'autre lame n'exerce qu'une très petite attraction sur le ii* 
quide; en sorte que cù' soit un très petit angle, que nous repré* 
senterons par at^. L'angle a> étant plus grand que le supplément de û»', 
le liquide sera concave et élevé au-dessus de son niveau naturel , dans 
les deux cas des numéros précédens. 

En vertu de Téquation (6), on aura 

cotô = i. fl' = â-J^., 
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en négligeant le- cairé de p , et désignant par 6 le complément 

V/i — c* du module c. Si l'on ^dsYvloppe la fornnile(i8) suivant 
les poissances de 6' — , le terme indépendant de cette différence 
n'existera pas , et l'on trouve <{ua la valeur de cpt B fait disparaître 
celui qui dépend de sa première puissance; en s'arrétant à son 
carré, il vient 

ou, ce qui est la même chose , 



d'où l'on tire 






Par conséquent, pour que l'équilibre que l'on a considéré dans ie 
n** 97 puisse avoir lieu , il sera nécessaire et il suffira que la distance 
eT soit très petite et moindre que a^. 
Cette condition étant remplie , nous aurons 

* 

et par suite 

pour une même valeur de i/, l'élévation du liquide sera donc en tai- 
son inverse de la distance J^ des deux lames ; et si cette distance est 
très petite par rapport k ai^, la force 6 qui les pousse l'une vers l'autre, 
sera en raison inverse du carré de eT. 

Si l'on (ait successivement ftt9» -9r et fc ss — ^ tf -f- a(^> dans 

réquationi (i5)', ce qui répond à û>=s^ et ûd'ss a^', et qu'on né- 
glige 4e carré de p , on en déduira 



V^cos * ycoB I 
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En développant la fommle (19) sairaiit les paissances de 6^ — â> jus- 

qa*an carré indosivenieiit, et mettant oos - î i la place de c , on 

« 

trouTe 



a/ïsîn»l|- »/cwî' 



d'où Ton tire 



a 
eoai_ ^, 



Ponr qne Tangle 1 soit réel, il safBrait qu'on eût />a(^; maia notre 
calcul suppose très . petite la différence V — ; ce qui exige que 

z soit aussi très petit, et, par conséquent, que — le soit égale- 



ment. En supposant donc que la distance ^ surpasse op*, et soit néan- 
moins très petite par rapport à a^^ l'équilibre dont il a été question 
dans le numéro précédent pourra avoir lieu; et, dans cet état, 
on aura 



pour l'élévation du liquide et pour l'expression de la force qui tend à 
écarter les deux lames l'une de l'autre. 

Dans ces deux formes du liquide , la force c s'évanouit k la limite 
qui les sépare, c'est-à-dire quand ^=rai^, et k est le même pour 
toutes les valeurs de /• Si la distance J" surpasse d'abord a%^, que la 
seconde forme s'établisse, et qu'ensuite on rapproche les deux lames, 
de sorte que / devienne moindre que av^, la première forme soc-* 
cédera à la seconde, et la répulsion se diangera en attraction. 

(loo). En rapprochant ce r^ltat de celui que nous avons trouvé 
précédemment pour le cas où il existe un point d'inflexion entre les 
deux lames, on voit que, dans l'exemple que nous examittons, le 
liquide peut prendre deus^ figures d'équilibre différentes, pour une 
même distance / très petite par rapport à a. L'une de tes figures 
sera, à très peu près, une parabole cubique (n* qS); eÛe subsis- 
tera, quelque petite que soit la distance ^f et les deux lames se 
repousseront constamment avee^^ne fopoe iydépefidanle de /et égale 
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à gfla*^ (n'' 96). Dans VêxOx^ figure » la courbe du liquide sera de 
deux natures différentes, selan qu'on aura J^ > ap* ou J" < ^^ 
entre les deux lames; elle sera tout entière au-dessus du niveau , 
et ne présentera ni inflexion ni point où la. tangente soit horizon- 
tale; elle fera partie d'une parabole cubique, quand «T surpassera 

ai^* , et d'un arc de cercle , d'un rayon égal à - «T, quand cT sera 

moindre que av^. Dans ce changement de courbure , la force € chan- 
gera de signe; à mesure que cT diminuera, elle croîtra ou décroî- 
tra , abstraction faite du signe , suivant qu'on aura cT < ai^^ ou 

Mais, laquelle de ces deux figures différentes le liquide prendra- 
t-il effectivement ? Il y a lieu de croire que si Ton a d'abord placé 
les deux lames parallèles à une grande distance Tune de l'autre, en 
sorte que le liquide se soit élevé près de. l'une et abaissé près de 
l'autre 9 et qu'ensuite on les ait rapprochées graduellement jusqu'à 
ce que la partie horizontale du liquide , comprise entre elles , ait 
disparu, ce sera la première figui*e, présentant un point d'inflexion , 
qui s'établira. Mais, au contraire , le liquide s'étant élevé près de 
l'une des lames, si l'on plonge l'autre verticalement dans la partie 
courbe du liquide, on peut croire qu'alors la seconde figure aura 
lieu y et qu'il ne se produira pas d'inflexion. 

Le changement de répulsion en attraction qui a lieu dans le cas de 
la seconde figure , quand la distance <^ diminue convenablement, 
fournit l'explication d'un phénomène observé par Haiiy et cité dans 
la Mécanique céleste (*)• Ayant plongé dans l'eau une lame d'ivoire, 
le long de laquelle le liquide s'est élevé, et une feuille de talc lami*- 
naire, substance non susceptible d'être mouillée par l'eau, il a ob- 
servé que ces deux lames se repoussaient tant que 4eur distance mu- 
tuelle dépassait une certaine limite , el qu'elles s'attiraient , au 
contraire , lorsque leur dislance était moindre. Il serait à désirer que 
cette expérience curieuse fût répétée ; et pour que l'observation fut 
complète, il faudrait vérifier qu'en plaçant d'abord les deux lames 
parallèles h une assez grande distance l'une de l'autre , et les rap- 



I I 



(*) Supplément à la Théorie de P Action capillaire, page 47- 

26 
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procbant enaoîte avec prëcaatiaii, k courbe da liquide présenterait 
une inflexion, qui se nnaiaiiendrait^ ainsi que h. force répulsive, 
quelque petite que devioiine la diatanoa des deux lames* 

(loi). Oocttpona-Bous actuellement d'un autre genre de question*». 
SuppoaœiB qtt'un volume d^nné d^un liquide soit compris entre deux 
plans horizontaux , et proposons-nous de dëtermiiief:. la surface laté- 
rale de ce liquide. Son équation différentielle sera 

H étant la constante relative k la matière du liquide ^ A et A' les rayons 
de courbure principaux en: un point qtieltonqne M de sa surface, FI la 
pression atmosphérique , p hc pression intérieure qui a lieu à une dis- 
tance de M , insensible , mais plus gratide que le rayon ^activité mo- 
léculaire. En appelant z rordontiée du point M, verticale et dirigée 
de bas en haut, p la dénoté ûtB lit) lide, g la gravité, et C une cons- 
tante arbitraire, on pourra représenter la valeur de p par 

et aucune partie plane de la sur&cé du liquide n'étant soumise à la 
pression de Fatmosphère, la constante 6 ne sera pas nulle, et sa va- 
leur devra se déterminer d'âpres le volume du liquide. Si les deux 
plans horizontaux enU'e lesquels il est compris sont par£aiitement ho- 
mogènes, et qU^on fasse abstraction de^ sinuosités de leurs superficies, 
il est évident que la surface latérale du liquide sera une surface de 

révolution, qui aura son axe vertical. D'après lexpression de 7 -f- -^, 

relative à ce genre de surfaces, I équation (a) deviendra donc 






( 



dt* J dt , ■ HZ ... 



ï+-ji ^' 



dej 



eu désignant par / k distanor «la porntî qurleoiiquo M à IWc de 
figure, et faisant H =:: g^^> Selon la règle que Ton doit suivre 
pour déterminer le signe ambigu dn dénominateur dans roxpre>- 
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sion de i + ^ (n* 49)9 il faudra prendre le radiai y 1+ ^ avec 

un signe contmire à celui de éb$ la difMrentîeUe dz ^tant positive 
dans toute la longueur de la génératrice. 

A l'extréniitë supëriéure de cette courbé, je daignerai par « Fai^gle 
que fait la normale extérieure avec là verticiale tirée en sens contraire 
de la pesanteur, et à Textréniité inférieure, j^appellerai 0/ Tangte 
compris entre la normale extérieure et la verticale menée dans le 
sens de la pesanteur. Ces deux angles seront donnés j et , par exemple, 
chaque angle sera égal à deux droits, quand les deux plans auront été 
pi^alablement mouillés pa<* le liquide. Je considérerai, par laisaite, un 
cas dans lequel Tua de ces angles est aigu et l'autre ebtus ; maintenant, 
je supposerai qu^ils sont tous les deux aigus ou tous les deult obtos : 
la courbe sera alors , dans toute sa longueur, concave ou convexe en- 
dehors , et il y aura un point C pour lequel sa tangente sera verti- 
cale. Je fixerai en ce point roriginé de la variable z, et je dési- 
gnerai par h la valeur correspondante de ^ , en sorte qu'on ait à 
la fois 

V dz 

Il en résultera 

y étant le rayon de courbure de la génératrice au point C , que Ton 
regardera comme positif ou comme négatif, suivant que cette courbe 
sera concave ou convexe en-dehors. On a pris — h pour Fantre 
rayon de courbure, c'est-à-dire que Ton a considéré le radical 

1/ I + ^ comme négatif, parce que la ligne de courbure circulaire 

à laquelle il répond tourne sa convexité en-dehors. 

Soient r et r^ les rayons des cercles de contact du liquide avec les 
plans supérieur et inférieur, et et et a' leurs distances au plan hori- 
zontal passant par le point C; h l'extrémité supérieure de la généra- 
trice, nous aurons 

26*. 
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et, à son extrémité inférieure, 

t=:r^, zsas — a', ^ +sin »'^i -H ^ * o; (d) 

le signe des radicaux étant le même que dans l'équation (b). 

Appelons enfin m la valeur moyenne de ^^ et A: la dislance mutuelle 
des deux plans qui comprennent le liquide; son volume pourra être 
représenté par Trm^k, et Ton aura 

« + «'= A:, f2 . t^dz = m^k. (e) 

Les équations (b), (c), (d), (e), sont celles qu'il s'agira de resoudie 
par approximation; mais, pour cela, il faudra procéder différem- 
ment , selon les dimensions du liquide. Je les supposerai d'abord très 

r ' 

Vfttt ET 

petites par rapport à a , en sorte que — et - , et , par suite , 

- et ~ , soient de très petites fractions. 

(loa). Dans ce cas, je multiplie l'équation (&) par tdi, et j'in- 
tègre ses deux membres ; il vient 



dz 



V 



/-^,+ €^-+€'=S-i^-rf^; U) 



df^ 



et si l'on suppose que l'intégrale fV'dz commence avec z, la constante 
arbitraire ff' aura pour valeur 

Kn combinant les équations (c), (rf), (/"), on en conclura 

f't en retranchant ces équations (g) l'une de l'autre , et ayant égard à 
la seconde équation (a), on aura 

g (/-• — r'*) = r sin û> — r sin «' H- ^ («r* + aV» ~ kne) ; 
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résultat qui coÏDcide avec Téquation (6) du n* 821 , en observant que ^ 
d'après les expressians de p qu'on a employées dans les n~ 81 et 101 , 
la constante b doit être la même chose que a^C H- *^ 

Dans une première approximation , je négligerai les termes divisée 
par a* ; ce qui réduit l'équation {f) à 



v/ 






d'où Ton tire 






/ 2» 

Le radical V/ i + "^ ayant un signe contraire à celui de dt^ et la 

différentielle dz étant positive , la quantité &t^ + & est aussi positive j 
par conséquent, le radical contenu dans l'expression de dz devra être 
de même signe que dt. 

Cette formule s'intégrera toujours au moyen des fonctions el- 
liptiques, et, dans qudques cas, au moyen seulement des arcs de 
cercle et des logarithmes. La valeur de z que l'on en déduira sera 
le premier terme d'une série wdonnée suivant les puissances de 

-^ , qui sera d'autant plus convergente quç les dimensions du liquide 

seront plus petites par rapport à a, et dont on formera autant de 
termes que l'on voudra, par la méthode des approximations succes- 
sives. En faisant successivement t= r et t s= K dans l'expression de 2, 
on aura celles de a et — a'i et, cela étant, les quatre équations (e) 
et (g) feront connaître les valeurs de r, K, h et y. Par conséquent, il 
ne restera rien d'inconnu dans l'expression de z, qui sera la solution 
complète du problème. 

Si l'épaisseur A: de la goutte est très petite, non-seulement à l'é- 
gard de a, mais aussi par rapport à sa largeur, la génératrice de 
la sur&ce latérale du liquide se confondra, k très peu près, avec 
son cercle osculateur au point C. C'est, en effet, ce que Ton dé* 
duit de l'expression de dz ; car , dans ce cas , k rayon 7^ de ce cercle 
est très petit par rapport au demi-diamètre h de la goutte ; on a , 
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il ! on fait 

la Tariable l! ten auari très petite; on aura^ à très pea près, 

et, par conséquent, 

à cause de z:^o^ qnand tsss h on f=:zo. On regardera le radical 
comme positif, selon qu'il s^agira d'un point situé au-dessus ou au- 
dessous de C ; la variable t' aura le même signe que > ; et , pour 
▼ériHer Téquation (f), il faudra prendre 

en ayant égard au signe que doit avoir le radicul v/ 1 -f- v-^ dans 
cette équation. On aura^ en même temps, 



' ^ COS + C08 m' ' 

pour les valeurs approchées de A et }^. 

( 1 o3)« Pour api^iquer les équations {f) et (g) au cas d'une très petite 
goutte de liquide posée sur un plan horizontal et libre à sa partie supé- 
rieure, il suffira de supprimer le plan supérieur où Ton supposait que le 
liquide venait se terminer^ et de faire, conséquemment, r= o. L'in- 
connue r sera remplacée par l'inconnue k^ qui ne sera plus donnée 
comme précédemment, et qui représentera la hauteur du sommet 
de la goutte au-dessus du plan inférieur;. à ce sommet, le plan 
tangent sera horieontal, et (a égal à zéro. Je supposerai l'angle cJ 
aigu, de sorte qu'il s'agisse par exemple, d'une très petite goutte 
de mercure non oxidé, posée sur une plaque horizontale de verre, 
et qui sera convexe dans toute la partie qui n'est pas en contact 
avec le plan inférieur. 

En faisant rsso dans la première équation (^), on voit que Q! 
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sera une quantité très petite qui aura a* pour diviseur ; ce qui exige 
que y diffère très peu de h. Soit donc 

1 I 2y\ 

y h ■?■' 

y étant une nouvelle inconnue ; nous aurons 

fi ' j« 2l t' * V 



La valeur de z serait \/h^ — /*, si Ton négligeait les ternies di- 
visés par <i*j je ferai donc 



=. VÂ^T.+ '^. 



En substituant ces différentes valeurs dans l'équatiou (y), les X^tme^ 
indépendans de a* disparaîtront^ et si Ton multiplie les autres par 
a*, et qu'on supprime ensuite ceux qui auront encore a* pour divi- 



seur, on aura 



i (A- - *•)' I - /(A' ~ ^') + 1 (*•- «•)• = o. 
Au sommet de la goutte, ou a ^c=.o; il fiaiudra donc qu'on ait 

> — T' 

On aura ensuite 

!ihtdt 



tius=, 



3»/x==T*(;i + v^^»^ô*' 



eu intégrant et observant que a = o quand ^ = o , ou aura ih 
valeur de i^; et en la substituant dans celle de ;s, il en résultera 



z = VA*— i* - 3^ log -^ , 

pour l'équation de la courbe génératrice qu'il s'agissait d'obtenir. Ou 
se rappellera que le radical doit être pris avec le signe -^, au-dessus 
du point C, et avec le signe —, au-dessous; au sommet de la goutte 
on aura ^=0, z=:«, ^àla base , / = K, r -rs — «' ; et il en r^- 
^ultera 
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ai* 









3a« "Ti I î 



le radical V** — ''^ tftant regardé oomme tme quantité poaitive. 
Il reste eoocwe à déterminer h et /. Or , en ftisant 

dans la seconde équation (g) , elle devient 

dans retendue de cette intégrale, on peut prendre 
a cause qu elle est divisée par a' ; on aura donc 

pd( conséquent la valeur approchée de r sera 

f ï • / , aA^ (i + oos •') 008* t/ 

r'=A8in» H ^^.j^J , 



\a* 0tn # 



excepté lorsque o/ sera zéro ou très petit : dans le cas de 6»' = o , 
par exemple , on aurait 



av/3* 






Km appelant i le rayon de la sphère équivalente au volume de la 
uutte de liquide , ou ^^ ce Tolume , k seconde équation (e) sera 
la même chose que 

D après la valeur de z^ et en ayant égard au signe du radical qu'elle 
renfenne ^ on a 



»/ 
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/^ ztdt = - 5 (A«- /•)• + ^ log ^ 

OÙ Ton regardera le radical V/A^— /' conrime une quantité positive. 
Si l'on ajoute les valeurs de ces deux intégrales , on aura celle de 
rintégrale qui entre dans l'équation précédente ; et d'après la valeur 
de a'y cette équation deviendra 

Si l'on y substitue pour r' sa valeur , et qu'on en tire ensuite celle 
de A^ il Tient 

A = su + —^ (1 H- cos* m' — a cos' «' — i cos* «') , 
en faisant, pour abréger , 

2 + 5 cos m' — cos* »'= 4-. 

Cela étant, si l'on ajoute les valeurs de cl et m! pour avoir la hauteui 
k du sommet de la goutte aunlessus de sa base , et qu'on y mette 
pour r' et A leurs valeurs, on aura 

A =s •)» (i + cos û>') + ^4- *^ ">* ^ ^^ 

-; (l 4- COS éù) (2 COS* ftl' + 5 COS» »'+ 4 ^^^ ^•''^ 0' (*) 

Si Ton avait mesui*é directement la hauteur A d'une gouttelette de 
mercure, d'un volume ou d'un poids connu, cette équation (A) pour- 
rait servir à déterminer l'angle co' relatif au contact du mercure 
avec le verre sur lequel il est posé ; mais une petite erreur sur le 
poids en produirait une trop grande sur la valeur de ùù' ; et il vau- 
dra mieux employer à cette détermination la hauteur observée d'une 
goutte très large, dont nous donnerons tout à l'heure l'expression 
en fonction de Tangle dont il s'agit. 

(io4)* Considérons maintenant le cas où les dimensions horizon- 

^7 
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taies da liquide «ont ircs '^*^^'Ls par '^apport à son épaisseur verti- 
-^ale. Je multiplie -••. *' '^iiJon 'h) par dz , et j'înt^re ses deu^ 
membres j ce qu» ' ^ 












Ofi n ajoute pâs de constante arbitraire, parce qnou suppose que TiQ- 
^'*^al<; contenue dans le second membre commence avec Zy et qu'au 

point C, on a z =o et — = o. En vertu des équations (c) et (d), e* 

en ajaiit é^ard au signe contraire à celui de dt, que 1^: radical 

I 4- -J-; doit avoir, sa valeur sera à Textrémité supérieure 

de la courbe , et — r à l'extrémité inférieure : en ces deu ; 

points on aura donc 



^ 



ro^ 



î^a — - 



2hct — -T- = cos a> 



^* I - / T^ 



2^ a' -| ^ = cos û»^ 




dz 
— dz 

de 






di 



(0 



V' + ar 



La variable / étant très grande pour tous les. points de la sur- 
face latérale du liquide, nous pourrons, dans une première approxi- 
mation j négliger les intégrales que contiennent ces trois équations 
En résolvant la première par rapport à dt, on aura, de cette ma- 
nière 



,ù = 



vA-(.ê.-i*y' 



et comme , d'après Féquation (k) et le signe du radical 1/ i -f- ^ , 

le numérateur de cette formule est de même signe, que dt, il faudra 
ronsidérer son dénominateur comme une quaatité positive. On pourra 
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toujours la réduire en fonctions elliptiqiie.s; mais je suppost^mî Fé- 
paisseur du liquide^ et par suite l'ordonnée z, très petite par rappott 

à la constante a ; négligeant en conséquence la fraction —, intégrant 

et observant qu'on a t^=:h quand is = o , il vient 

Nous nous arrêterons à cette valeur de t, dans laquelle il restera à 
déterminer les constantes h et €. Or, les équations (/) donnent » à 
très peu près , 

2^01 = cos a>, 2^0! z=:z cos ùf ; 

d'où l'on tire 

I _ k 

C "^ cos et ' 
en supposant (ê' ^=z co, pour plus de simplicité. Je supposerai aussi 
que o>) difiere beaucoup d'un angle droit ; ^ sera alors une ligne trh'^ 
petite , comme Tépaisseur k ; il en résultera , à très peu près, 

/** / k \^ hk" 

I t^dz = ( A-— ) A: -f- 7— -r- (^ — 2» + sin 2Cû) ; 

J ~^0f \ 2COSIII/ ' 4^* • 

et l'on déduira de la seconde équation (e) , 

h z=: m -{ ë r- ("^ — 2(» + sin aa»). 

(io5). Si l'épaisseur A- du liquide n'est pas donnée, mais qu'il soit 
chargé d'un poids OB' posé sur le plan supérieur qui le termine , il 
faudra , pour déterminer k , recourir à l'équation (7) du n* 82, dans 
laquelle on mettra a*S -^^ af klsL place de la constante b , ainsi qu'on 
l'a dit précédemment (n? 102). En ayant égard aux valeurs de € et ol\ 
on aura alors 

— T — — • - A: j r — n* sm û> ,^ 

équation dans laquelle r est la valeur de t qui répond à z 2= £t. 
A cause que k est très petit par rapport à m, on pourra prendre m 
pour cette valeur de r; et comme on a aussi supposé k très petit par 
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rapport ka^om pourra réduire Fëquation prëoedente k 

4r=Sî-^j i 

d'où Ton tire 



=:^a)/i!^, 



en appelant (^ le volume ^m*^ da liquide^. 

Lorsque Tangle â» sera obtus ^ il faudra^ pour que cette valeur de A 
soit réelle et que Tëquilibre soit possible, que le plan supérieur, au 
lieu d'être chaîné d'un poids donné, soit, au contraire, tiré de bas en 
haut, ce qui rendra « négatif; il faudra, par exemple, que ce plan 
soit suspendu au plateau d'une balance, et qu'on place le poids 4r 
dans l'autre plateau. Quand cû sera aigu, le poids « devra agir dans 
le sens de la pesanteur, et sera alors une quantité positive. La dif- 
férence de ces deux cas tient à la figure du liquide, concave dans 
la première hypothèse, et convexe dans la seconde. La valeur de A 
variera, pour un même liquide et entre les mêmes plans, suivant la 
racine carrée du rapport du poids gp\f du liquide à la chai^^e positive 
ou négative, n serait intéressant de vérifier ce résultat par l'expé- 
rieuce , en ayant soin de prendre la charge très grande , par rapport 
au poids du liquide, et la largeur du liquide aussi très grande rela- 
tivement à son épaisseur, sans quoi la formule précédente ne serait 
pas applicable. 

Si les deux plans ont été préalablement mouillés par le liquide , 
en sorte qu on ait a^ =^, et si l'on met — f au lieu de « , il en 
résultera 



Mjm* 



Ce sera la mesure de Teflort qu'il faudra faire pour séparer ou écar- 
ter l'un de lautre deux disques horizontaux, entre lesquels il existe 
une couche de liquide, d'une très petite épaisseur k et d'un très 

grand rayon m; la quantité j étant, à très peu près, la hauteur 

a laquelle le même liquide s'élèverait dans un tube vertical d'un 
rayon égal à k, 

Cl 06). Supprimons actuellement le plan supérieur, supposon^^ 
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l'aDgle <J aigu, et proposons -nous de déterminer la iignre d'une 
large goutte de nieicure, par exemple, posée sur un plan horizon- 
tal de verre. La hauteur k du sommet de la goutte au-dessus de sa 
base sera mconnue; nous la supposerons très petite par rapport à 
sa laideur, mais non {dus, comme précédemment, par rapport à la 
constante a. 

Jusqu'à une petite dislance du bord de la goutte, sa surâice sera^ 
à très peu près, plane et horizontale; on pourra négliger, dans 

l'équation (&), le cube de ^ et le produit "^ ^î^ ' ^ ^^ '^ réduit à 

Si l'on désigne pyr « la valeur de z qni répond au sommet de U 
goutte, par u, une autre constante inconnue, et qu'on fasse 






dt 



on satisfera à cette équation et aux conditions z = a et -^=^0, 
quand tsao, en prenant 

a«tH / \i— e 



z 



//\i-«' JH, (0 



ainsi qu'il est facile de le vérifier : w ete représente jt, à }*ordinaiie .. 
le rapport de la circonférence au diamètre et la ba!»e des logarithmes 
népériens. Pour des valeurs de t très petites par rapport à a , ou 
pourra développer cette intégrale définie en série convergente or* 
donnée suivant les puissances de t*, et en s'arrétant au second terme . 
ou aura 

d'où il résulte que fi sera positif et repréàentera la grandeur du 
ra;^on de courbure du liquide à son sommet. Quand, an contraire, 
e sera très grand par rapport à a, on pourra calculer, d'une autre 
manière , la valeur de l'intégrale définie. En efiet , on a 

/, -JL.cot4 — t— /»^ L.tiii*-4 
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ai «kmc on fût 

on en conclura 






y^e • rf4=ae ^y^c "^'(ft— ^) ^dr. 

Après avoir développé (i— --^r') * suivant les puissances de x^, ou 

aura une suite d'intégrales de la forme h e'^'*œ*^dXf qui pourront 

s'étendre I sans erreur sensible ^ depuis zéro jusqu'à l'infini^ à cause 
de la grandeur de b^ et dont on obtiendra ensuite facilement lès va- 
leurs ; il en résultera une série ordonnée suivant les puissances néga- 
tives de b, qui sera très convergente i du moins dans les premiers 
termes. En s'arrêtant au premier» et observant que 

r* ï — 



on aura 



/,^ C08 4 I 






«t y par conséquent y 

Ce sera Féquation de la surface de la goutte, à une grande distance 
de son sommet , pour laquelle, cependant, le plan tangent soit encore 
très peu incliné. 

Au-delà de cette distance, j'emploierai, pour déterminer la courbe 
du liquide, l'équation (A), de laquelle je retrancherai la première 
équation (î). En mettant pour C sa valeur, et faisant cosé^s i, il 
en résultera 



<^ — f«e— 



i 
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< ^iio Jtraière intégrale commençant maintenant à z=r:«, c'est4i.dire au 

sommet de la goutte, où l'on a ^=o. Dans tonte son étendue^ la 
quantité comprise sons le signe / est très petite, soit à cause du facteur 

j. soit à raison du diviseur^. En négligeant donc cette intégrale, 

faisant z = z' -| — , et négligeant aussi le terme divisé par ft*, dans 
une première approximation , on aura simplement 

d'où l'on tire 

(tf~*')V/2a»— (fit— «')»' 

Comme et — jS' est positif, et que le numérateur de cette formule est 
de même signe que dt , d'après Féquation précédente et le signe de 

w I + -T^ , il s'ensuit qu'il faudra regarder comme positif le radical 



v/aa* — (a — z')*. En intégrant, on aura 



$)• 



< =s i 4- v/aa'— (a — z')* — y ua* — («+ - 

/ étant la constante arbitraire, laquelle représentera le demi -dia- 
mètre de la goutte dans sa plus grande largeur, qui répond à z:szn 

OU 3= , et a -T-= oo« 

fà^ dt 

On pourra, si l'on veut, pousser plus loin l'approximation; mais 
nous nous bornerons aux formules (/), (m) et (n), qui feront con- 
naître la figure du liquide dans toute son étendue, après toutefois 
qu'on aura déterminé les valeurs des coustantes )x, ci et /, et de 
la constante «', nécessaire pour avoir la hauteur A: ou a -|- a^ du 
sommet de la goutte au-dessus de sa base. 

(107). Pour y paiTcnir, j'observe que les équations (m) et (n) ont lieu 
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eu même temps et doivent coïncider pour les points qui repotideir 
k des coordonnées t et z très peu différentes de / et «• Or, en né- 
gligeant le carré de « — • z' dans l'équation (n), faisant ^ pour abréger, 

et observant que « + — diffère très peu de a, comme on le veiTa tout 
à l'heure , cette équation devient 

.=/'+4..iog(i±*%.^ii:^^ 

ou , ce qui est la même cbose , 

^ , «* aal/a n 

€L+ Z = — '--=. e 

/• i + t/a 

D'un autre côté, pour des valeurs de t très peu diflférentes de / ou de 
/^ l'équation (m) peut être remplacée par celle-ci : 

, «■ «"V^a . /a à 

^ a^Vrï/a ^ ' 

pour qu'elle coindde avec la précédente, il fiiudra donc et il suf- 
fira qu'on ait 

rV5 






e ' 



< e qui fait déjà connaître le rayon de courbure fc. 

Si l'on met dans la première équation (i), au jieu de ^, sa valeur . 
et qu'on y fasse cos o» ss i , il vient 







On peut négliger la partie de cette intégrale qui répond aux pomts 
de la surface où le plan tangeut est très peu incliné; dans l'autre 
partie , on peut aussi mettre simplement /' au litou de t ; elle s'è- 
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tendra ensuite depuis z = o jnstfftHt vtœ tatleitr 'de t- tcès' |ieu dif- 
férente de etf telle que z = a, par «izemple ; eti* comme ^ a dans 
cette seconde partie » k très peu pris , 



dz 



V' + Â' 



il en l'ësultera 







vA 



^ = — |y(2l\/a — l). 



On aura donc 



£ + =! = ,+ • (,V'i-0; 



a — . - -f- gjf7 (a V a — 1 ), 



d'oii Ton lire 

pour la yaleur appcodiM de a. 
On atira de méme^ à très peu près , 




Ijj, [a^* - (ot + *')*]V; 



et il l'on ajoute, membre à masobÊ^f les deux ëqiMdobs{f|f ou eu 
conclura 

<*«- nui donne 

A = <«Vâcoaia»'-.-H ^^(1 — sin»i«'), (o) 

' f' W 6oà-m' ^ ^ 

a ' 

pour l'expression de la hauteur de la goutte. 
Si l'on a mesuré directement le diamètre de la goutte, on en prendra 

2% 
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la moitié pour la valeur de Z ; quand son poids ou sou volame sera 
donuë, on ea déduira iau moyen de la seconde é<juation (e), ou, 
plus simplement, au moyen de celle qu'on obtient en retranchant 
les équations (§■) Tune de Tautre; ce qui donne 

en appelant i- Je volume de la goutte, faisant r = o, et mettant 
pouv C sa valeur: r' est ici la valeur de t qui répond à 5 = — a', 
ea sorte que l'on a, à très peu près, 

, ( I -f sin - «' ) 
r' = ^ 4- a V'i sin - «' — ^i ^ -i-_ iog -^^ ?_/— . 

*^^ (t + ï/i) co» - .' 

L équation précédente devient aussi, à très peu près, 

^r'^a V' 2 cos i <y'= i'-f-TraV sin a' î — ^i— sin* i a»') | , (p) 

en vertu de la formule (o). Elle donnera la valeur de r', et, par 
suite, celle de /, lorsque les valeurs numériques de p, o)', a, seront 

connues. 

(io8). M. Gay-Lussac a trouvé 

pour Icî hauteur d'une goiitt^^de mei-cure posée sur un plan de verre; 
!e r-rvoî» «jtatit 

te 

l = 50™°», 

et la w^îtjp^^rature i2'',8. î) après le n* j5, on a 

a» cos '»*'= 4,5746, 

a cette r.u>me temporarure, en prenant le millimètre pour unité. Si 
donc on réduit d abord la formule (o) à son premier terme , on aura 

(3,^78/ cos u^' =^ (4,0746) (1 H- cos (»') ; 
ce qui donre 
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On aura, en mtoe temps. 

a sss a,6i46) F as 5i,o8S ; 

et^ à cause de Texponentielle e ' # la quantité - sera tout- à- fait 

insensible. Cela étante si Ton supprime le denxi^Q terme de la 
formule (o), et que Ton mette dans le troisième coa Taleurs appro- 
chées de ûè', V, a, on aura 

(5,778)» cos »' == (4,5746) (i + cos »') + (0,5098) cos a/; 

d'où l'on tirç 

ai'=45*5o', 

pour la valeur de m' k laquelle on pourra s'arrêter* 

Il résulte de là qu'w fiiisant cos i#'s=a i&, nous aurons^ à la tempér 
rature ordinaire, 

a* = (6,5:262) millimètres carrés , bz=s 0,70091 , 

pour les valeurs des deux constantes qui entrent dans les différentes 
formules de l'action capillaire ; l'une relative à la matière du mercure 
non oxidé , et l'autre à son contact avec le verre , ou plutôt avec la 
couche d'eau qui est toujours adhérente à la surface du verre (n^ 75). 
Ces valeurs différent un peu de celles de la Mécanique céleste j qui sa- 
tisfont moins exactement à l'observation de M, Gay-Lussac; car elles 
donnent S'^jSgô (*), au lieu de 3"",578, pour la hauteur de la goutte 
d'un décimètre de diamètre. 

(109). Voici les poids et les hauteurs de plusieurs autres gouttes de 
mercure que M. Gay-Lussac a aussi déterminées, et qu'il a bien voulu 
me communiquer. 

Poids en gmnmcs. Hauteurs en millimètres. 

6,01 5 • • 3,34 

3,370 . • 3,29 

3,865 3,35 

3,147 3,30 



Supplémeni à là Théorie de t Action capillaire, page 66. 

28.. 



PoMi «1 Kraiiiiii«t« tttfiaQn ta iniUimèCf«. 

o,8i5 3,8o 

0,667 ,*f.f 3,71 

0,507 • • . ^ • a,3a 

0,255 3,19 

0,095 • I978 

0,059 ' '^ 

o,o5 1 • • • • . <v 1,58. 

Dtat liwtes ces menorai, fûtes a la températaie ordinaire, M. Gay- 
Lvssac a remapqtie que Tangle compria entre la surface inférieure de 
la goutte et son image dâûa le' Terre qui la supporte) était très sensi- 
blement un angle droite ce qui donnevait âi'=s4^*. 

Ces hauteurs croissent de moins en moins à mesure que les poids, 
et, par conséquent, les largeuxiB deyiennent plus; considérables; nuds 
la formule (o) montre de plus que quand le diamètre est devenu 
très grand, les hauteurs finissent par décroître ayant de paryenir à 
une grandeur constante; qui sera ^primée par «le premier terme 
de cette formule. Dans le cas du mercure, cette hauteur extrême 
est 5"",55t8 : ce serait là hauteur d'tme goutte de ce liquide dont 
on regarderait le 'diamètt^ comme fnÉM. 

Si Ton yeut appliquer les fiMvâutes du n"* 107 à la première de 
<.«s mesures , il faudra prendre 



V 



770.6013 ,/, 



pour le yolume de la goutte, exprimé en millimètres cubes. Au moyen 
de cette yaleur et de celles de a et 6 ou cos «', l'équation (p) donne 

/=»6— ,8687. 
On aura ensuite 

/=7—,I097, f«ae ï6^,i4, 

pour le demi-diamètre et le rayqp de courbure de la goutte; et si Ton 



'>•' 
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calcule sa bMftear asorvitifenàe la formule (o), on trouve 

La différence avec Tobservation , qui s!âève à o^^^a, peut étr« at- 
tribuée au calcul d'approximation. 

La formule (o) serait tou^4i-fait en défaut si Ton en faisait Tap- 
plication aux hauteurs des autres gouttes; et déjà elle ne donne que 
^■■^SS, au lieu de 5"",a9, pour la hauteur de la goutte dont le 
poids est SSySyJ Toutefois i les plus petites gouttes ne le sont poinr 
encore asses P^^i* qu'on puisse recourir à la formule (h); car celle-^î 
ne donne que l'^^^S, au lieu de i"",58, pour la hauteur de la plus 
petite goutte^ dont le poids est os^oSi. 

(iio). L'anal jrse précédente peut aussi servir à déterminer l'élé* 
vation ou la dépression d'un liquide dans un tube vertical et cy- 
lindrique, dont le diamètre n'est plus très petit, comme on le sup- 
posait dans le chapitre IV, et est, au contraire, très grand par 
rapport à la constante a relative à ]a matière du liquide. 

Si l'on compte les z positives à partir du niveau extérieur du li- 
quide > et toujours en sens contraire de la pesanteur, la constante 
C sera nulle; et en appelant h Tordonnée du point où la surface 
du liquide coupe Taxe du tube, et y le rayon de courbure en ce 
point, considéré comme positif ou comme négatif, selon que le li- 
quide sera concave ou convexe , on aura 

y 

On mettra ^ et — ^ à la place de a et f6 dans les équations (/) et 
(m); la dernière, dont nous aurons seulement besoin, deviendra 



y Va* V/a 



=v/^. 



t\/Z 



e ^ 



elle appartient, comme on a vu ^ aux points de la surface pour les» 
quels t est très grand par rapport à a, et ou, cependant, le plan tan* 
gent est très peu incliné. A l'égard des points situés entre ceux-d et 
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le tnbe, on emçikâten. Véqtuéâon (k), qui derModra 



, y— *^) 



v/ 






en âostnt commencer l'intégrale à 2 ss A , et oLeervant qu'on a 

^ssso pour cette râleur de 2. Cette intégrale sera une quantité 

très petitei que nous négligerons^ ainsi que le terme divisé par >% 
en int^prant c^te équation. On aura alors 



a^ — z' 



\/'+% 



Le radical est positif dans toute l'étendue de la surface ; on a donc 
z* < d^; on aura aussi 



ift=;= 



(€^—z*)dz 



et comme d^ est de même signe que z , et que dt est positif ^ il fau- 
dra, par conséquent, regarder comme positif ce nouveau radical. En 
intégrant, il vient 

/ étant le demî-dîamètre du tube, et c la valeur de z qui répond à 
tssil, laquelle sera de même signe que z. Pour les points dont 1 or- 
donnée z est très petite par rapport à a, cette équation donnera 

z s: aflcV^a ^ « 

en négligeant le carré de 3 , et faisant , pour abréger , 



r=zl + V^*~ Vaa' — c\ 



Cela posé , si Ton compare cette expression de s à la prttédente , 
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22?> 



appliquée aux points qui répondent à d«s yaleurs de < très peu diffé- 
rentes de / ou de /', on en conclura 






,- - ''Va 

aya+yzd' — c' a . /a ~X" 



4V^i/ 



f-^^V? 



conséquent 



A— 4N/>l/âcV/ ar -~' 

U restera à déterminer la valeur de c. Or, si l'on appelle a> l'anele 
relatif a la matière du liquide et du tube, c'est^-dire l'angle compris 
entre les normales à leurs surfaces, obtus ou aigu, selon que le lil 
qnide séleye ou s'abaisse, on aura 



V/- + S 



smâ). 



pour la valeur particulière i=:l,k laquelle cet angle répond En fai 
sant donc t==l et z^c dans l'équation (y), il en rwultera 



i — •:3 = sm « — I — y 

en continuant de négliger h% à cause de son diviseur y\ On néeli 
géra aussi la partie de cette intégrale qui répond aux point» où U 
plan tangent est très peu incliné; dai..s l'aiHre partie, on fera sim- 
plement tzssl' ; et comme on a 



lit 



/'. 



V 



./♦7 rr* ^ 9 






a- 



*T » ♦ 



il en résultera 




dz , 

j^^f ' V^ a 



\/'^S 






r 



3a l 



2^"~ r 



•^•• 
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en n^ligeant A*. On aura donc 

et eil ikî^ant 

el négligeant les termes divisés par /% ob en déduit 

o==ra\/5sîne4-377|^Ô-c«'fl). (0 

Cette valeur de c sera de même signe que 6, cVat-è-^ine poaH^ 
négative^ selon que ai sera obtus ou aigu. Soti pNoner lerme 
cide, comme cela doit être, avec rélcvatk^n du liquide le long d'un 
plan vertical, qui a été désigné par / dans le n* gi. H saflbm de le 
.«substituer dans l'expression de h^ qui deviendra 



FV^'. 



I -♦- oo«^ 



(*) 



> 



«M ion aura y en même temps, 

r= / + (i — €06 d; a yi- 
(i 1 1). Dans le cas du mercure et d*un tuK: de verre » on aui» 

9 = — 32» i5\ a«s a~,5«46, 
r'i la tbrmule (r), réduite à sou premi^ tamae, donnera 

c = — j~,568o. 

Abstraction faite du signe, ce sera k hauteur de la partie sensible* 
ment plane du mercure contenu dans un voae cylindrique et vei^ 
lical, d'un diamètre extrêmement grand par ra{^>0fC à a, au-deasw 
'le rintersection de sa surface avec la paroi du vase. M. Gaj-Lwnc 
I trouvé i'',4^5 pour cette hauteur j la petite diflTérenoe 0^^1087 peut 
Atre due, en partie, au second terme de la formule (r) qmê nous 
avons négligé, &ute de connaître le diamètre du vaM, ou la va- 
leur de iL 

Dans le cas d'un tube préalablement «oiiilté par le liquide qu'il 
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contient, on aura 

a» = i8o», fl = 45», 

et ia formule (r) deviendra 

c = rt + g(a V/â — i) j. 

Elle exprimera la hauteur à laquelle le Ijiquide s'élève , au-dessus de 

son niveau naturel , le long des parois verticales d'un tube ou d'un 

vase dont le demi-diamètre est supposé très grand par rapport à a. Si 

le liquide déborde le vase, Cette valeVir de c exprimera atissî la plus 

grande hauteur a laquelle le liquide, pourra s^élever au-dessus du 

bord supérieur^ en prenant pour l le rayon de la surface extérieure 

du vase. Comme l'exponentielle contenue dans la formule {s) décroît 

beaucoup plus rapidement que le second terMé de la formule (r) , à 

mesure que l augmente de plus en plus^ ^I en i^ulteque la courbure 

du vase peut encore influer sensiblement sur l'élévation du liquide 

près de sa parai , et n'avoîf plus aucaiie influence appréciable sur la 

partie centrale dii liquide. Dans le cas de l'eau ^ la valeur précédente 

de Cy. réduite à som premier terme, s'élève à près de 4 millimètres. 

Pour comparer la formulé (tf) à l'observation, je prends la hauteur 

de l'alcohol dans un tube mouillé de ce liquide et dont le rayon 

était 

/ sz= 5— ,254. 

A la tempéi*ature de lô"", et la densité du liquide étant 0|8 13467 d« 
celle de l'eau , M. Gay-Lussac a trouvé 

h s= o**,5855, 

pour l'élévation du point le plus bas au-dessus du niveau exté- 
rieur» Or, dans un tube capillaire préalablement humecté, et dont 
le rayon est o°"",6472 » M. Gay-Lussac a aussi trouvé que le même 
alcohol s'élève à une hauteur de 9"''",i8u3. En mettant c^ valeurs 
k.la place de a et A d&ns la formule du'u^ 56^ on en conclut 

a =? 2*",4655, 

pour la constante relative à Cet alcohol. Je substitue cette valeur et 

39 
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celle de l dans la formule (s); jy fais en même temps 

I 

'7> 



sifi • 5= cos 6 =s -T^ y 



il en résulte d'abord 



et ensuite 



r=6",a74. 



h = o— ,5744 ; 

ce qui ne diffère pas de l'observation de o"",oi. 

(112}. Maintenant^ supposons, comme dans le n^ 8^^ qu'un disque 
circulaire horizontal et suspendu an plateau d'une balance, soit d'abord 
mis en contact avec un liquide , et qu'on le soulève ensuite graduel- 
lement^ en augmentant, par de petites parties, le poids placé dans 
l'autre plateau. Le liquide Vélèvera en même temps^ jusqu'à une cer^ 
taine hauteur, pour laquelle il se détachera du disque, et reprendra 
son niveau naturel. Désignons par A Texcès du poids [daeé dans le 
second plateau, sur le poids au disque, quand la base du disque est 
à une hauteur k au-dessus du ni^reaii du liquide. Si le disque n'est au- 
cunement plongé dans le liquida^ et que leur surface de contact soit 
la base entière du disque, nous aurons, d'après l'équation (8) du nu- 
méro cité, 

A = TFgfkr^ — ^gfra^ cos (î + ^) i (i) 

r étant le rayon du disque, Trgfh* le poids d'un cylindre du liquide 
qui a pour base celle du disque et k pour hauteur , a^ la constante 
relative à la matière du liquide, et (» l'angle donné qui dépend de 
celte matière et de celle du disque. Quant à l'angle 1, il exprime 
l'inclinaison sur un plan horizontal de la normale OK (fig. ai), à 
la surface DOB de l'arête vive qui termine la base du disque , la* 
quelle normale est menée de deh€irs en dedans du disque par un 
point Q du contour supérieur du liquide. Il est le même pour tous 
les points de ce contour ; mais quoique la courbe DOB soit ex- 
trêmement petite, et que le rayon r du point puisse être regardé 
comme constant dans toute l^étendue dé DOB, cependant, l'angle 1 
varie depuis zéro jusqu'à 90^, avec la position du point sur cette 
cotirbe : il est zéro, lorsque le point atteint ou surpasse son ex« 
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trémité supérieure D , c'est-à-dire lorsque le liquide s'étend jusqu'à 
la partie cylindrique et yerticale de la surfece du disque ; ît est un 
angle droit, quand le point coïncide aycc rextrémité inférieure B 
de iârètc yive, on bien encore , si le liquide se terininait à la base 
du disque', en-deçà de sa circonférence , auquel cas le rayon r pour- 
rait avoii* une grandeur quelconque, moindre que le rayon de cette 
circonférence. L'angle eo, au contraire, ne variera pas avec la posi- 
tion de ; ce sera l'angle KON , en supposant que ON soit la normale 
extérieure à la surface latérale AO du liquide ; il pourra être aigu ou 
obtus, selon la matière do liquide et du disque : on aura tou- 
jours û)=:9r, quand le disque aura été préalablement mouillé par 
le liquide. 

La surface latérale du liquide sera une surface de révolution , 
asymptotique de soa niveau naturel FG , et ayant pour axe la verti- 
cale CH menée ftuf le centre C de la base du disque. Si Tangle a> 
est aigu , comme dans le x:as du meraire et d'un disque de verre , 
le liquide sera connexe, tent qu'il s'élèvera au-dessus du point D 
de l'arête vive. Dès qu'en soulevant le disque cette arête atteindra 
la surface du liquide, l'angfe cû-^i augmentant, la convexité du li- 
quide diminuera de plus en plus ; sa surface sera plane et la même 
que son niveau naturel , lorsque i-^ eo sera un angle droit , ou 1 
complément de ». Le disque continuant de s'élever, et l'angle / 
d'augmenter, le liquide deviendra concave, et sa concavité augmen- 
tera de plus en plus, jusqu'à ce que le point B de l'arête vive ait 
atteint la surface latérale du liquide , et que i soit devenu un angle 
droit. Cette surface, dans le cas de m aigu, tournera sa convexité ou 
sa concavité par en haut, dans toute son étendue, et son rayon croî- 
tra continuellenient depuis ht base du disque jusqu'au niveau du li- 
quide. Dans le cas de â» obtus, le liquide sera toujours concave; la 
courbe OA tournera sa concavité par en haut, et son rayon croîtra 
depuis le disque jusqu'au niveau du liquide, tant que le liquide sera 
aurde^sus de l'extrémité supérieure D de l'arête vive ; il en sera en-^ 
core de même lorsqu'en soulevant le disque, Farète vive aura atteint 
la surface du liquide , et que cependant £ -|- a> sera moindre que 9r ; 
mais dès que 1 + ^ aura dépassé deux angles droits, il se formera un 
rétrécissement de la surface latérale du liquide. La courbe OA tour- 

29.. 
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oera sa concavité par en bas^ depuis son extrémité supérieure jus- 
qu'en un certain point M, et par en haut, depuis M jusqu'au niveau 
du liquide ; et le plus petit rayon de cette surface aura lieu au 
point M. 

Cela posé 5 il s'agira de déterminer , pour un angle donné i, la 
valeur de A: , et par suite celle du poids A dont le maximum répon- 
dra à l'instant où le liquide se détachera du disque. 

(il 3). Pour celà^ reprenoas Téquation de la surface capillaire de 
révolution^ ou de sa génératrice^ savoir : 

;-l = ~. . (a) 

dans laquelle t exprimera la distance d'un point quelconque de la 
courbe AO k l'axe CH^ et z la distance de ce même point au plan F6, 
positive ou négative , selon que la courbe AO sera située au-dessus ou 
au-dessous de ce plan. D'après la règle suivant laquelle on doit déter- 
miner le signe du radical v/ < + -^ (q* 49) 9 ^ ^^^ positif dans toute 

l'étendue de cette courbe, excepté depuis jusqu'à M, quand œ 
point M existera, ou, autrement dit, il sera constamment de signe 
contraire a dt, en regardant dz comme étant de même signe que z. 
Au point 0, qui répond a t=:r et zssk, on aura, en outre p 

= = sin(i-f- â>), — ==== = C08(î+ûi); 



v/' + S \/' + % 



par conséquent, l'équation (a) pourra être remplacée par l'une ou 
l'antre de celles-ci : 



V' + Te 



sin (i 



■f: 



V 



^ , (5) 
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en supposant que les intégrales contenuiQS'cbintflettiis iseoonds mem- 
bres s'évanouissent quand 2 = A; ou ^ = r. 

Je supposerai que le rayon r du disque soit très grand par rapport 
à la constante a relative à la matière du liquide; U variable t.sera 
aussi très grande; et, cela étante je ferai usage de la première équa- 
tion. (5). Si IW y feit 

et si Ton obse 'e qu'on a en même tenips ^ =;: 00^^. s s= o^ ^ =c o , il 
ea résultera 



.8,n-P--.= I -T-^.. (4) 



pour l'équation d'où dépendra la valeur de k. 

Dans une première approximation , je néglige son second membre 
et celui de la première équation (5). En retranchant l'une de l'autre^ 
on aura 





• 


' .. i.|-'' 


d'où Ton tire 


V^ + 2? 


411 


= — _V2a« — »•, 


V- 


de 



o; 



en regardant le radical Sj^af' — z* comme une quantité positive. La 
valeur de t qui résultera de l'intégration pourra s'écrire ainsi : 

en fiûsant; pour abréger , 

et observant que ^s=sr quand zzsk. 
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Oo aiira, €n même temps , 

Le mâ^âmbn de^ cette quantité répondra k i:=^vr et sera égal à 

a V^ ^^ -cà. he point M repondant à ^ = oo , a sera son ordon- 
née. Pour que ce point existe^ il suffira, et il sera nécessaire qu'elle 
soit moindre que la valeur de A: ; ce qui aura lieu lorsque l'angle ea 
sera obtus , ainsi que nous, lavons dit précédemment. En appelant J' 
la distance du point M à la base du disque , quand elle est le plus 
élevée y on aura 

J'ssaC ^2 sin- eê — i\ 

Soit aussi r <•— r^ sa distance à''raxe CH^ ou la valeur de t qui ré* 
pond a 2 SB a et k^^as/^sin^iù; il en résultera 

/ y- 1 \ fl (l+|/î)sini# 
/=:a(^l— X/aCOS-OP^—— log • , 

pour le rétrécissement du liquide au point M. Lorsque le disque a 
été préalablement mouillé par le liquide , on a o^ s= Tr , et sim- 
plement 

cr = a(v^— i), /^ = a— ^log(i-l-v^â). 
S'il s'agit de l'eau, par exemple, ces quantités seront 

d'après la valeur de a du n"". 56. 

Ces expressions de k, J'f r^, sont celles qui auraient lieu à la 
limite où le rayon r du disque serait considéré comme mfini ; mais 
pour comparer la formule (i) k l'expérience, il sera nécessaire d'y« 
substituer une valeur plus approchée de k. 

(ii4)- En retranchant Téqùation (4) de la première équation (3), 
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nous aurons, dans une secofide approximation , 



v/^ 






l'intégrale commençant avec z. En négligeant son carré, on déduira 
de cette équation 



AT*' 






et si Ton fait, pour abréger, 



nk (a' — »')Z<fe „, 

réqoation (4) deviendra 

*• — afl'sm'f + K4-K'=o (5) 

La quantité 2^ étant très petite par rapport à t', je développe sous 
les signes f suivant les puissances de ^ ; ce qui donne 

Z = ^ [aa» Va — (»' — z^T ] + etc. , 

K = — 5^^* J d. (aa' — «»)' — f^^ î^ V^^Zr^ï ^^ ^ çj^ ^ 

K'= 1 ^^^-*-'^^^^'"^^i^5!f'-'•)'Jrfz-^etc. 

En intégrant par partie , de manière que l'intégrale s'évanouisse avec 
z, on a 

y prf.(2a»— s»)' = p [(aa' — z')* — a«» >/â] 

— --^ r [('aa» — z*)* — ao» \/â ] — + etc. 
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J'opère de même sur les antres mt^;rale8 oontemi^ dans & et S.'; 
je fais ensuite zssk et t'=:rf puis je néglige les termes diviséi 
par r* : il en résulte 

K sr ^ [aaVâ — (aa* — *•)•] 

D'après la valeur de Ç, on a 

I ÇzVaa* — z*€k=z — ~ V2a* — *• — -^ -f--^ k^ 

"^ 6 Jo (flj/$+ t/a^i^— «•)l/2fl* — !•' 

Après avoir substitué cette expression dans celle de K, si l'on ajoute 
les valeurs de K et K^ on tt*ou^e que' les termes divisés par r* se 
détruisent y et Ton a simplement 

K + K' = :^ {2a^ Vl — (aa* — *•)*]. 
L'équation (5) devient donc 

A:' — aa' sin' ^ -t* 3- U^' V a -— (aa' — A:*}*j = o , 
et Ton peut la reraplacjer par celle-ci : 

Al' = aa* sm* v 3^~(' — ^^ ^) ( * ^ — > — ) » (6) 

à cause que Ton néglige les termes divisés par r^. 

(ii5). Pour chaque valeur de l'angle v, cette équation fera coo- 
ualtre la valeur de k qu'il s'agissait d'obtenir. Le rayon r étant très 
grand par rapport à a, le maximum de A:, relativtfment à l'angle 1, 

répondra à »la plus grande valeur dç sf^ laquelle a lieu quand 1 = - tt; 
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par conséquent, <m obtiendra ce maximwn en fiisant (^ ss i v^ dans 

Féqnation précédente. 

La pins grande yalenr de Â aura aussi lieu quand / ss -'tT; c'est 

donc à • l'instant où son extrémité supérieure atteint Textrémité 
inférieure B de Tarète vive qui termine le disque , que le liquide 
conmience à se détacher. Si l'on appelle p la valeur correspondante 
de A| et m le poids d*uu cmtimètre cube du liquide , on aura, 
d'après l'équation (i), 

p s=3 wmh^ + ^mcfr sin a^ j (7) 

formule qui suppose les lignes a, r, k, exprimées en centimètres, 
et dans laquelle on mettra pour k sa valeur maximaj déterminée 
comme on vient de le dire. 

Si le disque a été préalablement mouillé dans tonte son étendue 
par le liquide, en sorte qu'on ait m^ss^, le second terme de cette 
formule s'épanouira, et le poids pf qui est celui du liquide soulevé 
au-dessus de son niveau naturel , sera le poids d'un cylindre du même 
liquide qui aurait pour base celle du di^e, et pour hauteur l'é- 
lévation du disque au-dessus de ce niveau ; ce qui tient à ce que 
le volume du liquide soulevé qui est situé en^ehors de ce cylindre, 
compense exactement le rétrécissement du liquide situé au-dessous 
du disque. Dans ce même cas, l'équation (6) donne 

A: = «Vi-f,, (8) 

en négligeant toujours les termes divisés par H, et la formule (7) 
devient. 

p = vm(ar^\/2-- -j^y (9) 

(116). Appliquons maintenant ces différentes formules aux expé^ 
riences de M. Gay-Lussac qui sont citées dans la Mécanique célesteé 
Elles ont toutes été faites avec un disque dont le rayon 'était 

r=r5«',9i85, 

et à une température d'à peu près 8^,5. L'auteur a vérifié que la 

5o 
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matière du disque n'a aucune influence, quand il a été préalablemeni 
mouillé par le liquide. 
Dans le cas de Teau , on a 

et l'on peut prendre un gramme pour m, k cause que la température 
s*écarte peu de celle du maximum de densité. La formule (9) donne alors 

p = 591^,568, 

ôt , suivant l'observation , ce poids est 59^,4^* 

M. Gay-Lussac a déterminé le poids p pour trois alcohols différens 
dont les densités étaient 

0,81961, o,8595o, a,94i53; 

celle de Teau étant prise pour unité. Dans un tube capillaire ciont 
le rayon cl était 

a =5 o^*, 06475 , 

les hauteurs h auxquelles ces mêmes liquides se sont élevés au-dessus 
du niveau extérieur ont été 

k s= o ^«^,91825, Â = o^«*, 93008, k = o«" ,99975. 

\u moyen de la formule du n"" 56, on en conclut 

a =0*^"", 34655, a:S2 0^^,24S2J, a=:OC'n,25703, 

pour les valeurs correspondantes de la constante a> Cela étant , on 
a ara , d après la formule (9) , 

/i = 3i«,i57, p=32«,878, /> = 37^,275, 

çt l'observation a donné 

/> = 3i«,o8, /> =33,87, />=37?,i5. 

De rhuile de térébenthine , dont la densité était 0,86946 de celle 
,1" Teau. s'est élevée dans le tube du rayon a à une hauteur h au- 
de:>sa« de son niveau, égale à o^'*',9g5i6. Il en résulte, d'après 
la formule du n** 56, 

a = o^"*, 25645. 
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hn TerCa de la fonatde (^), oa Mura 

et, suivant i^observatioa, ce poids est 34^1 o4« 

Dans ces cinq expériences , la valeur de p obsenrée s'accorde, 
cemma oh voit, d'une manière très satisfaisante aivec ea valeur cal* 
c^iléo; cependant^ on peut remarquer que celle-ci surpasse toujours' 
un peu l'autre ; €e qui semblerait indiquer que les difierens liquides 
se sont détachés du disque ou peu avant que le poids que j'ai appelé 
A ak atteint son maximum pi et, en effet, on conçoit que l'équilibre 
ie chaque liquide étant très peu stable -pch^ de ce maximum^ des 
causes accidentelles^ par exemple, de légères agitations, peuvent faci- 
' 3meut en amener la rupture; ^ 

Quoique les hauteurs maxima du disque n'aient pas été mesurées , 
il est J3on d'en donner les valeurs déduites de la formule (8), Dan^ 
I ordie des cinq eicpériences , c^s valeurs sont 

k =: o'»,345a4> 
k = o'", 54763, 

> 

k w o«™,55897. 

Relativement au meccure non oxidé, en contact avec uu disque de 
^erre ou d'une autre matière, pourvu que ce disque soit recouvert 
d'une couche d'humidité aussi miuce qu'on voudra, oii^a (n* 108) 

a =5 o^", 25547, <' = -Ci=:ï3*45'* 
Au moyen de ces valeurs et de celle de r, Téquation (6) donne 

*=ao<^", 15775, * 

pour rélévation du disque k l'instant où le liquide commence à 

s'en détacher. Pour calctder le poids cottespondant p , exprimé en 

grammes, on prendra 

. 10440 






So.. 
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à la tempëratare de S*,5| et, en Tertii de la formale (7), on aura 

Avec le même dk^e, d'im n^im éfd à S^^giSS, M. Gay- 
Lussac n*a pas troaTë co^istammeiit la même Taleur de p. En fai- 
sant croître très lentement le poids emplo/ë.i soulever le disque, 
le poids total, h 4'iostaQt de la séparation du liquide, s'est élevé 
depuis i58 grammes jusqu'à 996 grammes* lies valeurs de /n moin- 
dres que le maximum donné par le calcul, peuvent s'nplîquer par 
instabilité de Téquilibre dû* mercure. Quait è.ceHes qui sont pins 
grandes, on peut les attribuer à la même cause ipii donne lieu à 
des élévations ou des dépressions très différentes dapr iin tube ea-- 
pillaire, excepté lorsquMl a été préalablennwt moilii3l^ pAt le li- 
quide, ou bien, lorsqu'il n'exerce aucune. attraction sur , la matière 
du liquide (n* 6^). D* est. possible, en effet, qu'l^ raison des irré*- 
gularités de Tarète vive qui teràiiiie le base du disque,, l'angle 1, 
au lieu d'être droit, comme nous TavoQS Quppoié^ k rcztrémité in- 
férieure de cette arête, soit dbtus dans une partie de son con- 
tour ; ce qui augmenterait le maximmnàe la quantité A déterminée 
par la formule (i). 

D'après la remarque de M. Dnlong (n^. 7$), l'angle ai augmente 
et peut même devenir obtus, quand le mercure renferme une pe- 
tite proportion d'oxide. Lé maximum de d augmenterait en même 
temps; et il suffirait que, pour cette cause, l'angle ai fût de 60^ 
pour que ce maximxtn atteignit le plus grand- poids observé par 
M. Gay-Lussac* 

(117). Si Ton remplace le disque par un cylindre vertical d'un 
très petit diamètre, l'équation (i) fera encore connaître le poids û 
qui répond k une bauteur k de la base du cylindre au-dessus du 
niveau du liquide; mais l'expression dé A en fonction de l'angle if 
ne sera plus U nlême que précédemment, et sa détermination sera 
plus diflicile. 

Nous supposerais le rayon r du cyKndre tris petit par rapport 
à la constante a ; et, pour de semblables valeurs de / , nous ei»- 
ploierons la seconde équation (3), dont nous n^ligerons le se* 
cond membre , dans une première approximation. On en déduira 
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en fiuaant i^mam^, et tifaservHiit qu'on a pzssk quand <c=rr. On 
pourra 9 n l'on veut, poussa plus loin rapproximation ; mais nous 
noQS arréterans k cette yaleur de z; et Faquation (lo) sera celle de 
la sur&oe du liquide près du cylindre. 

A la distante où lé plan tangent est très peu incliné ^ On réduira 
réquatioa (3) k la forme linéaire, sayoif : 

^ + 13? — y ("J 

Pour y satis&ire par une valeur de a qui devienne insensible pour de 
grandes valeurs dé /, on prendra 

_LklVîTF ^ 

e étant la base des logarithmes népériens , et m une constante ar* 
bitraire. On aura, en effet, 

a?*= 5\/a * FTP "^ïFj, * 77!pî 

en intégrant par partie, ou a 

au mojen de quoi les iFaleon dé z, ^, ^, rendent identique l'é'- 

quation (ti). Sfaprès la mamire dont nous a^vona é^k satis&it a 
cette même équation (n* 107), on peut' remarquer que son inté- 
grale complète est 
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j«0 



« et € désignant kt$ deax constantes arhîtnii^es. Eb faisant 

Vi.+ B -^ — a, p;===. — -, 

et observant cpie les limites 8 = et 8=:qo, répondent à a: = 1 
et x = QO , l'intégrale particulière dont nous voulons faire usage 
deviendra plus simplement 

Les équations (10) et (i^) représenteront la ccnrbe OA du liquide 
dans toute son étendue ; elles devront coïncider pour des valeurs de t 
très petites par rapport à a, comme Je suppose Téquation (10)9 et ce* 
pendant très grandes par rapport à r, afin que la tangente à la courba 
OA soit très peu inclinée , ainsi que l'exige l'équation (la). Cest 
d'après cette condition que nous allons déterminer les deux cons- 
tantes A: et a contenues dans ces formules. 

(118).. Si nous faisons 

1 équation (12) pourra s'écrire ainsi : 



=-/, 



u 

-Zdx 



X 



La fraction - étant très petite dans toute Tétendué de cette inte* 

^rale, on poiuTa développer ^ en série convergente^ la seconde ex- 
ponentielle coutetiue sous le signe /; on aura^ de cette manière^ 

Par des intégrations par partie^ on réduira toutes ces intégrales à la 
première; et si Ton fait 



/, 



^ dx 

«** — = f' 
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il en résultera 

z = «V f I 4" "* H" 2 '^ "^ etc. j 
En difierentiant (^ par rapport à il ^ on a 

du J i u ' 

d'où 1 on tire 

. étant une quantité indépendante de ji. Plusieurs géomètres se 
a ïi occupés dé nntegraje p (^) et de la détermination de la cons- 
tante c, dont la valeur a été calculée à un grand degré d'approxi- 
mation. En se bornant à cinq décimales^ on a 

D'après cela , si Ton substitue la valeur de p dans celle de z / et que 
Ton néglige les termes multipliés par u , nous aurons 

z = a l^log ~? — c) , 

pour ce que devient la formule (la), relativement à des valeurs» de i 
très petites par rapport à a. 

D^un autre côté, ces mêmes valeurs de t étant très grandes, re- 
lativement à r, on a, d'après la formule (10), 

2 = A: -+- r cos ^ log ; — —-, — r--- 

En égalaiit ces deux valeurs de :s, on aura donc 

a = — rcosfl), A — rcos^ log -(i + sin ^)r = a(loga V^a — c). 



'*) Traité des Différences et des Séries de M. Lacroix, page 552. Voyez aussi ^ 
sur ce sujet 9 un très bon Mémoire de M. Soldner, imprimé i Munich en 1809, sous 
le titre 3e Théorie et Tables d'une nouvette fonction transcendante. 
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*=-'•«»♦(«*« (TfîsVr-^ <'^ 



Esfrimt îsssoottfsstf» dans oettefiiriBiiIe, elle eifriBMnrâé- 
TstioD OTi le d/|ireniiou Swêl liqoide le long d^en ^findbedoBt le die- 
mètre cil très petit; et Foii Toit qae ceUe quantité, oontniieoient à 
œ qui e lien dans Fiiitenenr d'an tube fapjBaite, Aoûoiien de plos 
ea plu arec le diamètre* Lonqne le cjrliiidre aura été préalablement 
manille par le liyride, on anra^ss^et 

•5 



*=,(!., îîp-c) 



Si l'on snbilitne la formule (i3) à 4a place de k dans l'ëqua- 
lion (i), <m aura 

A=-»fgrcos^[r"(log ^-^^^ - c) + «']• 

A cause que r est suppose très petit par rapport à éi » le maximum de 
cette quantité répondra à ^ = ir ou 1=:^— -û», lorsque Tangle « 

sera obtus, et à 1 = -^, quand il sera aigu. Ainsi > dans le premier 

cas, le liquide se détachera du cylindre lorsque son extrémité O sera 
parvenue au point de larète DB, pour lequel 1 angle i est supplé- 
ment de Tangle donué cù; et, dans le second cas, il ne se détachera 
que quand le point aura atteint rextrémité inférieure B de cette 
arête. 

Si le cylindre est mouillé par le liquide, cest*à«-dii*e si Ton a 
/y =s «v, la valeur ûc i qui répond au majuimum de A sera zéro; le 
liquide se détachera du cylintîre dès que le point atteindra Tex- 
trémlté supérieure D de larète DB; et si Ion appelle q ce maximum, 
ou le poids nécessaire pour séparer le cylindre du liquide , on aura 



Trmr Q/* (log ^^^ — c) H- a»^, (14 



i désignant par m le poids d^an centimètre cube 
apposant les lignes r et a exprimées en centimètre 



(' 19)* 'oQr que ns difffemtei formules MÎeaf «ttAnaramit appro- 

chées» il fandn ^ lé^fiqppM:! | ^^ ^^^ fricdon .peu éoiimltfrable. 

Voici deux expériences qpie . M. Gaj-Lussac a fiiites sur r«dkésioii 
de leeu à la base d'ua <0^%ulre Tertical^ dont Ja preaûère sati»; 
fait beaucoup mieux que la seconde à cette oouditSou. 

Le diamètre du ^lindro étant o'^^âS^ et la température i6% 
il a trouTé pour le poids qui souleyait le <^Undie k Finstaut de la 
séparation du liquide^ différentes taleurs concises depuis oi^,o66 jus- 
qu'à 09,072; en sorte qu'on peut prendre ce dernier nombre pour 
le maximum donné par Feiqîérience. Or^ en fidsant 

r s o«», 1 54 , a sa o», 58854 , 

dans la fornmle (14)9 die domie 

fsos,07499, 

pour ce maximum; ce qui ne (fiffere que de oS|Oo5, 

Sans la seconde expérience, laite à la mime température, le cy^ 
iindre ayait un diamètre de o<^'",578. M. Gay-Lussac a jugé que le 
poids nécessaire pour le détacher de l'eau était compris entre o8,â5o 
et os,a55. En mettant dans la formule (14) la yaleur précédente de a, 
et 0^^289 au lieu de r, on trouve 

fsaoSyi^S; 

résultat qui dll&re de robsetrattotf d'eliiriron un sixième de l'incon* 

nue; ce qu'on jpeut attribuer à ce que le rapport -, au lieu d'être 

3 

très peât, s^élèye à environ -j. 

4 

(lao). Ocoupeina<*nous maintenaikt dW problème relatif à deux 
liquides en partie étiperposés^ dont la solution n'avait pas encore 
été donnée^ et qui présmte une application particulière des prin-* 
cipes de cette tbéorie. 

Supposons qu*on ait versé sur un liquide, sur du mercure, par 
exemple, une large goutte d'un autre liquide; et proposons - nous 
de déterminer la figure de cette goutte et la surfiiice du mercure. 

Si 
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J'appellerai I pour abréger, S la partie de cette surface qui nest 
pa& en contact avec la goutte , S' la partie de la surface de la goutte 
non en contact avec le ipercure, S, la portion de surface com- 
mune au mercure et à la goutte. Ces trois surfaces auront un même 
axe Vertical; près de la goutte , S tournera sa convexité par en haut, 
et deviendra plane à une distance peu considérable; S, sera con- 
cave par en haut. Dans toute son étendue, la goutte sera convexe; 
elle tournera sa convexité par en bas depuis son contact avec le mer- 
cui^ jusqu'à sa plus grande section horizontale, et par en haut, de- 
puis cette section jusqu'à sou sommet. 

Si l'on désigne par t 4a distance d'un point quelconque de l'une 
de ces surfaces à leur axe commun ; que l'on compte les coordon* 
nées verticales en sens contraire de la pesanteur et à partir du niveau 
du mercure, qui est la partie plane de S ; et que l'on désigne par z , 
z, , z', les ordonnées resj)ectives d'un point quelconque de S, S,, S\ 
leurs équations seront (n"^' ^ et 3o) 

H et H' étant les constantes relatives au mercure et à la matière de 
la goutte I G une troisième constante qui dépendra de la matièi*e des 
deux liquides, p et p' leurs densités, c une constante arbitraire, et 
g la gravité. Les radicaux contenus dans les seconds membres des 
deux premières équations seront positifs; celui que renferme le se- 
cond membre de la dernièi^e sera positif dans la partie supérieure 
de la goutte, et négatif dans la partie inférieure; en sorte que si 
1 on représente par r le raj'on de contour du S, , et par / celui de 
la plus grande section horizontale de la goutte, ou son demi-dia- 

mètre, re radical w ï-h-j— J>era positif depuis tsszo jusqu'à / = /, 

et négatif depuis ^ = / jusqu'à t=zr. 

Outw ces trois équations, il y en aura deux autres qui n'auront lieu 
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que pour le contour de S.. Pour les former, soit BACD (fig* 22) une 
section de la surface de la goutte ^ par un plan passant par son axe CB; 
et supposons que la partie DCA appartienne à S^^ et la partie DBA à 
Sj. Soient aussi DG et AF les sections de la surface du mercure par le 
même plan vertical. Prenons sur DBA deux points et O', et sur DG 
et AC des points M et M', tels que et M soient situés à des distances 
insensibles de D, et (y et M' à des distances insensibles de A. Dans 
les portions de courbe ODM et O'AM', l'inclinaison de la tangente va- 
riera très rapidement, et elles se seront pas comprises dans les équa- 
tions (a). Nous supposerons que 0, M, 0^ M^ soient les extrémités 
de ces courbes particulièi^es, ou, autrement dit, nous supposerons 
que les distances insensibles OD, MD, O'A, M'A, surpassent, cepen* 
danty les rayons d'activité moléculaire du mercure et de la goutte. 
Cela posé , par les points et 0' je mène les tangentes OT et O'T' à 
la courbe DBA; par les points M et M', j'abaisse sur ces droites les 
perpendiculaires MK et M^K^, et j'élève les normales MN et M'N' aux 
courbes GD et CA. En appelant cà et e/ les angles aigus KMN et 
K'M 'N', ces angles seront donnés et dépendront de la matière de la 
goutte et de celle du liquide inférieur, qu'on suppose être le mercuie. 
Ces angles seront ceux qui se conclueraient de la dépression de l'un 
des liquides , dans un tube qui serait formé de la matière de l'autre 
liquide. Ainsi, l'angle e» sera de 4^^3o^ dans le cas d'une goutte 
d'eau, et un peu moindre, d'après ce qu'on a vu dans le n9 y^, sll 
s'agissait d'une goutte d'alcohol ; en même temps , ^' sera l'angle qui 
aurait lieu à l'extrémité de la surface de l'eau ou de l'alcohoi , con- 
tenu dans un tube de mercure solidifié* Or, si l'on appelle i et i' 
les inclinaisons sur un plan horizontal, des nonnales MN et M'N', 
et I, celle de la normale MK ou M'K', on aura 



et, de plus, 






dt 



3i.. 
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<m aun , par coodéqvent , 

r 

équations dans lesquelles on pourra fiûre tssu r, sans erreur sen- 
sible. 

Soit encore h l'abaissement du contour de S^ au-dessous du ni- 
veau du mercure ; h -4-/ rabaissement du point le plus bas de la 
goutte , ou / la fl^he de sa pcMrtion de surface S. ; A Mération de 
sa plus grande section, au-dessus du même nireau; k^m rëlévation 
de son sommet, et, enfin ^ c son épaisseur totale, c'est-ànlire 

A: + et H- A 4-/5= «. 
Nous aurons les équations partieulières : 

<»o, z.z:^-.h-^f, 3-' = o, 2f^k + a, ^«Pj^ ^^^ 



40y ZSSOf stSS O. 






La questioa oonnsteFa maintenant à résoudre jOM é^natioas («), 
{b)f (e), par approximation , en rappoeant les rajont i et r liis 
gnuids par rapport à l'épaiasenr de lî goutte. 

(iatt), àptèt avofir firit 

m 

nous pourrons remplaoer la première équation (a) par ctlle^ r 




• m 

en snppownt que Tistégrale s'éyanoûîsse quand ttasco . Dans tonte 
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rétendae de b snHàee S à U^dle cette équation appartient, la va- 
riable « est tris grande. On peut donc négliger cette intégrale; on 
aura alors 

ai SSL , .1.,, -^ 'a 

en cowidéraiit le radical comme une qnantitë positive ; et Ton en 
condnra 

à cause de < = r qnand s =ss -«- J^ Noos nous arrêterons à cette 
valeur de f, qui est le premier terme d*ane série ordonnée suivant 
les puissances descendantes de r, dont on obtiendrait facilement les 
termes suivans , si cela pouvait être utile. Cette équation (d) sera 
celle de la surfoce du mercure, en -dehors de son contact avec la 
goutte, et à une distance de oe contact, {dus grande que le rajron 
d'activité moléculaire. 

Les deux autres éqvatmss (^i) se résoudront par l'analyse des 
n*« io6 et 107. ka sMsmet de la goutte, les deux rajrons de cour- 
bure sont égamc; fl eft est de même à son .point le plus bas. En 
désignant par f4 l^ir grandeur commune au premier point, et par 
X, au second point, on aura, d'après ces équations, 

«-CT'(* + «) = ^H', 



d'où Ton tire 



A f* 



et si nous fiûsans 



^ 



^s dernières équations (a) deviendront 
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Rebtiyemeat aux pouls de S. et de S' pour ksqods le plan tan- 
gent est très peu indinë, on les réduira k des équations linéaires; 
puis ou j %atàidemj ainsi qu'aux conditions particulières à / =^0, en 
prenant 






(g) 



expressions qui se rédoiront à 



tV 



-sn ' 



xzzz — - ._ 1/ -»e 



(«) 



comme dans le n"* 106» pour des valeurs de t très grandes par rap- 
port à a. et a'. 

On peut aussi écrire les équations {f) sous la forme : 



J 'V'+s? 






v/.+ 






iH- 






(0 



en supposant que œs intégrales s^éranouissent arec la variable t ^ 
et observant qu'on a 
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a», «»'• dx dr 

^uand ^;^o. Pr^s du sonnnet on du poiut le plus bas de la goutte, 
ces intégrales peuvent être négligées, à cause que l'on a 

dx t djr / 

di^~'x^ dt Z^ 

e» que la variable t est très petite dan& ces parties de la surface. 
Pour les valeurs de 't auxquelles répondent les formules (h)^ les 
quantités comprises sous les signes / auront t * pour diviseur ; pour 
'e'to raison y nous pourrons aussi négliger ces intégrales. Enfin ^ près 
ju bord de la goutte ^ nous les négligerons également, à cause de 
U grandeur de i, quoique, dans cette partie de la surface, les 
quantités comprises sous les signes / ne soient divisées que par 
la première puissance de cette variable. En supprimant donc les se- 
conds membres des équations (i), et négligeant aussi les termes 
divisés par A* et fi* dans leurs premiers membres , on aura sim* 
plement 

, "'' = a\ — x% ,/' ^ = a'* — r*. (k) 

V' + ^. V' + S 

On en déduit 






et si Ion fait attention aux signes des quantités a*j — a:» et a'» — ^j*, 
qui doivent être les mêmes que ceux des radicaux \/ \ J^ z^ 

et y i + -^f ®' *^* signes de j:, /, -jj- , ^, il sera aisé de 
s'assurer qu'on devra regarder comme positifs les radicaux v/jaa*i«— x^ 
et v/W* — jr*. D'ailleurs, en négligeant, pour abréger, les termes 
— et — des quantités que x et jr représentent, on aura , en même 
temps, tssir, «, a=— A, xss:/, et de même tsssl, z'zszk^ 
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^ as — - « ; en mt^;ruit, <m aura doac 

Les équations (g), (A), (/), jointes à Téquation {d), renfer* 
meront la soiation complète du problème , après qu'on aura déter- 
raîné les Tateuvs' des consUintès ol, k, h^ f, r^ t^ pL, X, qu'elles 
renferment. 

Or, z^sss k donne à très peu près j ss — ^ 4; et pomme on a 

^ = «^ ss 00 ^ pour éette valeur de z\ où aura «.sa «% d'après 

la seconde équation (Jù). On aura donc, en même temps, tiszr^ 
7! zsz — hjjrss'—k^-^h'—a', et, eh vertu delà seconde équa- 
tion (/), 

p..ur la valeur de r, en faisant, pour àbrégei*, 

aa'* — (A: + A 4. u^' = «'•»»% 

et regardant >i comme une quantité positive* Four < se r, les équa- 
tions (A:) et les valeurs de dt qu^on en a déduites donnent 



v/i+ 


dix* 
A» " 

dt ' 


_ «*. 




^ rfl» ~ 


" «•. -/• ' 






4r_ 






D'après les équatieiis 4'oii la formule (<f ) a été tirëe » on aura , 
en même temps, 



/ ,ds* _ g* d» __ * t/îu»* — *' 

et, au moyen de ces différentes yaleurs, les formules (h) fourni- 
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root denx ëqqationsr <f^ je me dispenseMi d'éefire, et qui servi- 
ront à dëtenniner deux des trûis «xmstantes h, k,/, {«■ exemjJe, 
h èi k. 

MaintenaiU, si l'on appli<iue la première des équations {l)k des 
points dé S., pour lesqnels z, diffb« très peu de — A ~~/^» et la 
variable x est très petite; et la seomide à des points de la par- 
tie supërieure de S', pour lesqnels z' diffère très pen de A , et 
jr est très petit; et si l'on compare anx formates (h) les expressions 
de X et jr qui se déduiront alors de ces deux équations (/), on 
en oonclora les valeurs de X et ft, savoir : 

4 \/»r.|/5(«,v/«— V^ao*,-/') 



en faisant, pour abréger, 

r-|-<i,\/â — v/aa».— /«sr,, / 4- (Va —i) «'=/'. 
L'équation (e) deviendra 

en y substituant les valeurs de A, fc^ G, H'. EUe servira à dé-; 
terminer f; et il ne restera plus que / d'inconnu. Or, si Ton a 
mesuré directement le diamètre de la goutte dans sa plus grande 
largeur, on en prendra la moitié pour la valeur de /; si ce dia- 
mètre n'est pas connu , mais que le poids de la goutte soit donné , 
et qu'on le représente par <i9', on aura 

il sera facile d'effectuer les intégrations indiquées, après avoir subs- 
titué les valeurs de dz' et rfz,, tirées des équations (g), (A), (/), rela- 
ya 
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tives aux différentes parties de S' et S, : cette expression de ^or ser- 
vira ensuite à trouver la valeur de /. 

Pour résoudre les équations d'où dépendent les valeurs nnmé- 
riques de A^ Ar, y*, l^ il faudrait que celles des constantes a^ a\ 
n^, 6û, tê\ fussent données. Les valeurs de a, a', œ^ sont effec- 
tivement connues ; quant à celles de a. et ôà', on pourrait les dé- 
terminer au moyen des équations qpi doivent servir à trouver les 
valeurs de A et Â; , si ces distances avaient été mesurées directement 
pour une goutte d'une largeur connue. 

(laa). Dans toutes les questions dont nous nous sommes occupés 
dans ce chapitre ^ l'ordonnée verticale d'un point quelconque de la 
surface qu'il s'agissait de déterminer, ne dépendait que d'une seule 
variable, savoir, la 4istance à Taxe de figure, dans le cas d'une 
surface de révolution, ou la distance à un plan vertical, dans le 
cas d'un liquide cont^u entre deux plans parallèles à celui-là. D'après 
cette circonstance, l'équation de la surface, qui est généralement 
aux différences partielles, se réduisait à une simple équation diffé- 
rentielle; et; par différens procédés, il a été possible de la i^ésoudre 
par approximation , ou même rigoureusement , dans le dernier de 
ces deux cas, au moyen des fonctions elliptiques. La solution de- 
vient beaucoup plus difficile, lorsque l'ordonnée verticale dépend 
de deux variables ; mais il y a des questions pour lesquelles la con- 
sidération d'une surface de révolution fournit d'abord une approxi- 
mation qu'on peut ensuite pousser aussi loin qu'il est nécessaire ; 
et , de cette manière , les solutions précédentes et celles du cha- 
pitre IV prennent une extension que nous avons déjà , indiquée dans 
le n* 68, et dont nous allons donner un nouvel exemple. 

U s'agira de l'équilibre d'une goutte de liquide d'un volume peu 
étendu, contenue entre deux plans qui comprennent entre eux un 
très petit angle, et qui se coupent suivant une droite horizontale. 
Pour Oxer les idées, je supposerai que la surface latérale du li^ 
qnide soit concave en «dehors. Sa courbure étant plus grande du 
côté de l'intersection des deux plans que du côté oppose , la goutte 
tendra à se rapprocher de cette droite; par conséquent , pour qu'elle 
demeure en équilibre, il faudra que cette tendance soit balancée 
par son poids; ce qui exigera quelle soit au-dessous de cette iu- 
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tersection. Par cette droite, je mène un plan compris entre les deux 
plans donnés, et dont je déterminerai plus bas la direction. Il y aura 
un autre plan perpendiculaire à cette intersection, qui divisera la 
goutte en deux parties parfaitement égales. J'appellerai C le milieu du 
diamètre de la goutte suivant lequel ce plan vertical coupe le plan 
intermédiaire; et je prendrai ce point pour origine des coordonnées, 
et pour axes, la perpendiculaire à Tintersection des deux plans donnés, 
menée dans le plan intermédiaire, la parallèle à cette même intersec- 
tion et la perpendiculaire au plan intermédiaire. Soient u, (^, ^ , les 
trois coordonnées d'un point quelconque de la surface latérale de la 
goutte, respectivement parallèles à ces trois axes, et z l'ordonnée 
verticale du même point, comptée en sens contraire de la pesan- 
teur et à partir du plan horizontal passant par le point C. Si l'on 
appelle l'angle aigu que fait le plan intermédiaire, c'est-à-dire le 
plan des u et p, avec ce plan horizontal, et si Ton suppose les.Ç 
et les u positives dirigées vers le haut , comme les z positives , on 
aura 

2 =: ^ cos fi -|- M sin fi. 

Cela posé, si l'on désigne par a* la constante relative à la ma- 
tière du liquide , l'équation de sa surface latérale sera 

l + I, + e = ^,(Çcosfl-|-«8iiifl); (I) 

Q étant une constante arbitraire , et A et A' représentant les deux 
rayons de courbure principaux. La quantité - + -r , exprimée au 
moyen des coordonnées u, p, ^, aura pour valeur 

A ^ A' ' L\ ^ *'/ du* ^ dudv dttdv ^ V, ' ^ du*) rfv» J ' 

■ 

en faisant, pour abréger. 



v=(-+I+S)-*, 



et considérant V comme positif ou comme négatif, selon que la nor- 
male extérieure au liquide fera un angle aigu ou obtus avec la droite 
tirée suivant la direction des Ç positives. 

33.. 
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Les cosinus des angles que fisiit cette nonnale arec les axes des u , 
if, Ç, seroBt 

Si Ton désigne par et, a\ ^\ ceujt des angles que font les mêmes 
axes, avec la perpendicalaire abaissée sur le plan supérieur et di- 
rigée vers le faaût^ et par â» l'angle compris entr^ cette droite et 
la normale , on aura donc 

et en appelant i inclinaison du plan supérieur sur le plan des u 
et p, on aura, en même temps, 

a''=:cosi, «:=i78iniy m!isss,o. 

Pour tous les points du contour supérieur de la sùr&ce latérale , 

c'est-à-dire pour tous les points de rîntersettion de cette surface 

et du plan supérieur, o» sera un angle constant et donné; et si 

nous représentons par c la distance du poml C à l'intersection des 

deux {Jans donnés, nous aurons, par rapport à ce contour, les deux 

équations ; 

Çs=(c — a)tangi, ) 

cosû» = V(cosi<-i»^sin îY i ^ ^ 

dont la première est Téquaidon du plan supérieur. Soit t Tinclinai- 
son du plan inférieur sur cdlai des « et #. Rekttrement au contour 
inférieur de la sur&ce latérale ^ nous aurons de; ndème 



ÇsB — (c-^«)tançf', 1 

at'crr-V^cosî'+fsînr);^ 



(/ étant l'angle compris entre la normale extérieure au liquide et 
la perpendiculaire au plaia infiérieur ,; dirigée en - dehors de Tangle 
des deux plans. Les angles donnés » et ûi' seront obtus, parce qu'on a 
supposé la surface latérale «oncave eanlelttÀt on aura »* = » , si 
les deux plans sont de la même nttttire^ t^ a/ ss=: <» = ^ , s'ils ont 
été préalablement mouillés par le liquide. 
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{isi5), Maintenanti pour résoudre, par approximation , les équa*- 
tions (i)| (a) y (5), je sapposerai que les dîmensioiis de la goutte 
de liquide soient très petites par rapport à la constante a. Il en 
sera de même k Fégard des variables u et p; et Ton pourra ex- 
primer la valeur de Ç par une série convergente^ ordonnée suivant 
leurs puissances et leurs produits, c'est-à-dire par une série de cette 
forme : 

r = ^ + i (P^ + P^^) + 5 (?«' + ç'Kv-f.^'V) + etc., 

dans laqueUe 2^, />, ff, q, etc., seront des fonctions de la distance 
d'un point quelcmique à l'axe des Ç , que je représenterai par t , 
de sorte qu'on ait 

En substituant cette série dans l'équation (i), et égalant ensuite les 
termes de ses deux membres , semblables par rapport k u et if', on 
obtiendra une suite d'équations qui serviront à déterminer les in- 
connues ^f Pf p\ ^f etc. Mais nous bornerons rapproximktion. auy 
termes divisés par a* inclusivement ; et, de plus, nous ferons />'=s o, 
A cause que la variable v n'entre pas dans le second membre de Téqua 
tiO'X (i)# Nous aurons donc simplement 

Pour fedliter la substitution de cette valeur Ae Ç , j'écris Tëqua- 
«lon (i) sous la forme : 

T5~ + -2~ + «=j.(Cco«ô+««i.fl). (4) 
D'après Texpression de Ç , on a 



«IÇ d^ u . I /dp ^ t^ \ 

df^ jjt ^ ^ t dp uv 

Si l'on désigne par Y' ce que V devient quand on y met z' au lieu 
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de Ç, on anra 



et ensuite 



V = V'-ivf($ + f)». (S) 



Je substitue ces valeurs et celle de Ç dans Féquation (4); et en con- 
tinuant de négliger les termes divises par aS je trouve^ après quel- 
ques réductions I 






dt ^ i dt^^^L di Kdi^t) r 

équation qui se décompose en deux autres, satoir : 






La première de ces deux équations est celle qui répond à la surfieice 
de révolution. Elle se résoudra par l'analyse du n® loa ; et quand s' 
aura été déterminé en fonction de /, la seconde équation (6) fera con- 
naître la valeur de p. 

(ia4)« Je supposerai que la largeur de la goutte soit très grande 
relativement a son épaisseur; et cela étant, je ferai , comme dans le 
numéro cité, 

h étant la valeur particulière de t pour laquelle on a t' = o , et ^ une 
autre constante très petite par rapport à h. La variable t^ sera aussi 



très petite; l'expression deV aura V^t^ —7* pour premier terme, 
et I ou pourra la représenter par 
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en désignant par ^ une fonction de i très petite à Tégard de ce pr^ 
mier terme , qui s'évanouira pour i^ s= o. Cette quantité ^ reii- 
fermera, en outre ^ dans son expression, les constantes arbitraires h 

et ^, et la quantité — g au lieu de la constante a* du n^ 102. On 

en déterminerait facilement la valeur approchée , si Ton avait be-* 
soin de la connaître. 

L'inconnue p étant divisée par a* dans la valeur de C 9 il suffira de 
substituer le premier terme de z^ dans la seconde équation (6) , d'où 
cette inconnue dépend; et d'après le n^ lo^i on y fera, en même temps, 

y ^ 

Cette équation ne pourra s'int^rer que par approximation ; la quan-^ 
tité p qui s'en déduira sera très petite par rapport à ^*; en négli-* 

géant le terme ^ du premier membre, à cause de son divi- 
seur t*y et la multipliant ensuite par t^dt^ elle devient 



^ [^(^^ 4. f) V'»/*] = 3/* sin fe/f ; 

ce qui donne, par une première intégratio;i , 

(^ + J)V*^*=:|^»sinfl + ),; 

» désignant la constante arbitraire. Pour que la valeur de p qu'on 
en tirera ne devienne pas infinie quand ^' = o , il faut que le se- 
cond terme de cette équation s'évanouisse avec t\ et qu'on ait, par 

conséquent , n = — • x A' ; on aura donc 

d.ip _^ a (^— tfjflinfl _ _ a&>V sin fl 
dt -3 (V- - (^^TIT^i^ 

en négligeant le carré de /^ J'intègre de nouveau, et en désignant 
par yî la constante arbitraire, il vient 
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Mais le point C étant snpposé le milieu du diamètre de la goutte situé 
sur Taxe des tt, il s'ensuit qu'on doit avoir yfzz^o.lbi effet ^ le con- 
tour de la section de la goutte par le plan des i^ et p a pour équation 

z'-+.-2ï = o; 

d'après les expressions de z' eip, on en déduil , k très peu près , 



A-f.^ = A + 



/•«• 



et, à cause de <^s= i^ -f* ^9 ^^ deux valeurs de u qui répondent 
à f' s=5 o seront aussi , à très peu près, 

pour qu'elles soient égales et de signes contraires, il faudra donc 
qu'on ait /s=o. Cela étant , nous aurons 

pour la valeur approchée de /? , et 

pour ceUe de ^, à laquelle nous nous arrêterons. 

Pour que la position et la figure de la goutte soient entièrement 
connues 1 il restera encore à déterminer les deux constantes h et y, 
la direction du plan à partir duquel cette ordonnée Ç est comptée, 
c'est-à-dire l'un des deux angles i et H dont la somme, seulement, 
est connue et égale à l'angle des deux plans donnés, et, enfin, la 
distance c du milieu C de la goutte à l'intersection de ces deux 
plans. Cette distance est surtout importante i connaître , parce que 
sa valeur peut être mesurée directement , et qu'il en pourra résulter 
une nouvelle vérification de la théorie. Sa détermination ne dépen- 
dant pas , comme on va le voir , du second terme de Ç , c'est pour 
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cela que nous Tayoïis représenté par f , et que nous nons soimnes 
dispensés d*en calcaler la yaleur. 

(f^S). Après «qu'on y aura substitué la valeur de Ç^ Tune des 
équations (â), la première, par exemple « sera l'équation du oon-- 
tour supérieur du liquide ; elle déterminera t en fonction de « ; 
et , ensuite , la seconde devra être identique par rapport à u. Cette 
première iquadoa devient 

V^f'-^ ^• + » + Ç=(^ — «) tangi. (8) 

L'angle i étant très petit, par hypothèse, il suffira de mettre le 
premier terme de la formule (5) k la place de V, et celui de la 
formule (7) au lieu de Ç, dans la partie de la seconde équation (3) 
qui renferme le facteur sin 1; de cette manière, ou aura d'abord 

cosa» sbY COSI — — ■ ; ■/ — r-, 
ou, ce qui est la même chose, 

en n^ligeant , à cause de la petitesse de^ , un terme qui aurait 

I dis 

7 ^ pour (acteur. En vertu de l'équation (8) , on aura 

au moyen de quoi l'équation précédente se changera en Gelle<i : 

^^^^ ^ I caini pco%i /hA-y %cy$ini\umi 
COSÙ0 -f- ' — —I . . ^ — * ^ — 1 — — = o • 

> y \M-r (^ ) y ' 

en ayant ^ard aux valeurs de p et de -^ , et mettant A et c au 

lieu de ^ et c -— u dans les termes divisés par cf. D'ailleurs , à 
cause que y et i sont très petits par rapport à A, on peut réduire 
à l'unité le premier terme de la quantité comprise entre les pa- 
renthèses; galant ensuite séparément à zéro le terme ind^^pendant 
de u et le coefficient de u dans cette dernière équation, nous 
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. e sio I ] 

COS C0 + = o , f , s 

a* — TLcy sin 6 = o, j 

ea nëgligeaut la (raction très petite -• 

Les équatious qu^on obtiendra de la même manière , en par- 
tant d<»s équations (3), se déduiront des précédentes, en y chan- 
••eanf •» rt / en m' et r'. La seconde équation ne changera pas, et 
la première deviendra 



csin r 



oofi «» H = o ; 

y 

et , à cause que la somme des angles i et / est donnée , ces ëqna- 
tions suffiront pour déterminer ces angles et les deux constante> 
i et >. Enfin, si Ton désigne par ^é^ le volume de la goutte, on 
aura , a trAs peu près , 

A* (c* sin î + c sin i') = f* , 

pour déterminer la constante h. 

Si les deux plans qui comprennent la goutte de liquide sont de la 
même nature, on aura û»'=» et i' = i; langle i sera la moitié de 
fangle donné que font ces deux plans; et l'indinaison 6 du plan 
intermédiaire sur un plan horizontal , sera déterminée par Té- 
quation 

ac*siD I ^ ^ 

f\n^ loii obtient en éliminant y entre les équations (9)* Eu coni^wt- 
iniil cette formule a celle du n^ 68 » désignant par 9' riticliiiaison 
de Taxe du eAne que celle-ci détermine, et la réduisant à son pre- 
mier terme , on en conclura 

sin 6= - sîn fi\ 

9. 

toutes choses d*ailleurs égales^ cest-â-dire en supposxtnt qu'il s'ngU^i^' 
d'un même liquide et de parois de la même nature^ que ranglr rorr« 
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pris entre chaque plan donne et le plan intennëdiaire soit égal à 
celui que fait chaque arête du cône arec son axe, et que la distance 
du milieu de la goutte au sommet du cône ^ soit la même que sa dis- 
tance à l'intersectioD des deux plans donnés. 

Dans les applications quW pourra faire de la formule (10) , on ne 
devra pas oublier qu'elle suppose très petit l'angle des deux plans 
donnés , l'épaisseur de la goutte aussi très petite par rapport à sa lar* 
geurj; et cette largeur elle-même très petite, soit par rapport à 
la distance du milieu de la goutte à l'intersection des deux plans 
donnés, soit à l'égard de la constante a relative a la matière du 
liquide^ 

(126). Lorsque les deux plans donnés auront été préalablement 
mouilla par le liquide dans toute leur étendue , on aura oi =r ^ , 
^iy par conséquent, 

sin 6 SB --i-r- .• (11) 

Dans ce cas , l'angle a été mesuré avec soin par Haulvsbée , poui* 
différentes valeurs de c (^). Mais, malheureusement, il parait que 
les dimensions de la goutte de liquide ne satisfaisaient pas aux condî* 
tions que cette formule suppose ; car , pour chaque valeur de c , elle 
donne un angle d plus que double de celui qui a été mesuré. 

En effet , ^bxï% l'appareil d'Hauksbée , on avait 

• . I 
a sm i = 5 — • 

320 

Le liquide était l'huile d'orange. Or, M. Gay-Lussac a trouvé qu'à 

la température de i5*,5, ce liquide s'élève à io'"'",4 au-dessus de sou 

niveau dans un tube dont le diamètre est i'°"',296, et qui a été 

* mouillé préalablement par ce même liquide. On en conclut (n° 56) 

a* = (6,8740) millimètres carrés. 

Je prendrai pour unité le pouce anglais, dont la longueur est 
25"",59i8 i il en résultera 



[*) Sapplémént au livre Z de la Mécanique céleste, page 55. 
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et, par conséquent, 

sm 8 rs ■ , ^ ; 

la distance c étant aussi exprimée en pouces anglais. Or^ $i Ton fait 
successivement c= i8, = 10, c^ss 2, qui sont la plus ^nde, 
la moyenne et la plus petite des dis^uçes pour leaqueâes Hauksbée 
a mesuré Tangle 0, cette formule donne 

et , suivant l'observation ^ 09 a seulement 

= 9' 58'', < = 54' 58^ « =5= 3i* 54' 58". 

Mais HauLsbée n'a pas fait eomialtre la largeur de la goutte li- 
quide ; et la constaQte a yétant que d'un dixi^ne de ponce , il y a 
lieu de croire que le rayon de la goutte n*était pas & la fois très petit 
par rapport ji il et très grand par rapport à sa demi*épaisseur qui sur^ 
passait la moitié de a dans le cas de c «s: i8« Il fiiut remarquer que le 
physicien anglais dit qu'à mesAre que la goutte s'aj^prockait de lin- 
tersection des deux (dans, elle devenait de plus ea plu3 oUongue ; 
circonstance qui n'aurait pas lieu si la largeur de k goutte satisfaisait 
à la double condition que notre analyse suppose; car alors, en vertu 
de l'équation (7), la goutte seifmit toujours k très peu près circulaire. 
La discordance des valeurs de 9 observées et calculées, ne prouve 
donc rien contre la théorie ; et je fie doute pas que si l'on répétait 
l'expérience d'If aul^sbée sur des gouttes de liquide d'un rayon aussi 
petit qu'il serait possible par rapport k a, et d'une épaisseur encore 
plus petite , Fangle qu'on observerait ne s'accordât avec celui qui 
serait donné par la formule (n). Dans cette expérience, il serait pré* 
férable d'employer l'eau , qui est le fluide pour lequel la constante a 
est la plus grande. 

La formule de la Mécanique céleste que l'auteur a comparée aux 
observations dllauksbée, est la même que la formule (i i). Cependant, 
les diffe^rences qu'il a trouvées entre lé calcul et Texpérience s'élèvent 
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nue seule fois k 3^, et sont génëralemenf l)êaucoup moindres. Elles 
sont encore trop grandes pour être attribuées aux erreurs des oBser- 
vatious; mais, de plus, Laplace a &it usage, pour déteonmer là 
constante a% d^nne éléyatipn de lliuile d'orange, dans un tube capil- 
laire, qui n'est pas moitié de celle que j'ai employée, diaprés l'expé- 
rience de M. Gay-Lussac; et c'est pour cette raison qull n'a pas ob- 
tenu, comme moi , des valeurs de 6 jim que doubles de celles 
quHauksbée a trouvées. Cette élévation de î'buile d'orange avait 
été mesurée, par Haiiy, sans avoir préalablement mouillé le tobe 
avec ce liquide, dans toute sa Jongùeur; et Ton sait. que, faute 
d'avoir pris cette précaution, les élévations de diSerens liquides 
qu'Hauy a mesurée, sont trop petites de plus de moitié. Haulsbée 
avait eu soin de frotter d'abord avec de l'huile d'orange les deux 
plans de verre qui formaient son appareil; il fiJJait donc, pour 
calculer les inclinaisons correspondantes à celles qu'il a mesurées, 
faire usage de l'ascension d'un liquide dans un tube mouillé par ce 
même liquide, comme celui dont M. Gay-Lussac s'est servi. 

(lay). On admet, comme un résultat de l'expérience, que quand 
on incline un tube capillaire plongé dans un liquide , l'élévation , 
positive ou négative , de ce liquide au-dessus de son niveau extérieur, 
reste constamment la même; mais cela n'a lieu que par approxima-» 
tion, et seulement à l'égard de la partie principale de oetta élévation, 
qui est en raison inverse du diamètre du tube» 

Bn effet, supposons que la sui*&oe intérieure du tube soit cdOe 
d'un cylindre à base circulaire ; appelons le complément de l'angle 
aigu que fiiit sou axe avec un plan horiaontal ; prenons pour origine 
des coordonnées le point ou cette drmte rencontre le plan dti «veau 
extérieur; par ce point, menons un plan perpendiculure k cette 
droite, et désignons par (, 9, u, les trois coordonnées d'un point 
quelconque de la surfiice ca[ttllaire , respectivement pasallèles à l'axe 
du cylindre, à l'intersection du plan perpendiculaire et du niveau 
extérieur, et à un troisiime axe perpendiculaire aux deux premiers. 
Si nous désignons par z l'ordonnée verticale du même point, comptée 
en seiis contraire de la pesanteur, à pai^ir du niveau du liquide, nous 
aurons 

xss Ç oos 6 -H tt sin 0, 
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en suppiKAut que les ^ et les a positives soient aussi dirige vers le? 
haut. L'équation de la surface capillaire sera Féquation (i) du n^ laa, 
daus laquelle on fera C ;=s o; et si Ton suppose le rajon du tube très 
petit par rapport à Ja constante a, relative a la matière du liquide, 
la valeur 4e ^ pourra s'exprinier par la série convei^ente du n* i aS ; 
d'oix Ton conclut» sms aucun calcul , qu'en négligeant les termes di- 
visés par a* y cette quantité Ç sera la même que si la surface du li- 
quide était une siir&ce de révolution qui eàt pour axe celui du cy- 
lindre , et qu'en même temps la constante a* fût remjJacée par 

— T, Il résulte de là que si Ton £iit 

ou aui*a la valeur approchée de Ç en fonction de ^, en mettant 
>^ a la place de a* dans les formules du n* 54, et n^ligeant les 
termes divisés par a^ ; ce qui donne 



cicosb W ^^ 36^ 



+ ->/«•— *•<•, 



où l'on représeote par a le rayon du tube, et par b le cosinus de l'angle 
que nouK avons désigné précédemment par a» , et où Ton rec^ardera 
les radicaux comme des quantité positives. En substituant cette 
valeur de ^ dans celle de z, on aura l'élévation de k sur&ce ca- 
I^Uaire auHdessus du niveau du liquide; et Ion voit qu'il ny aura 
<|Ue le premier terme de la valeur de z qui sera indépendant de 
Tangle é. 

Dan<^ le cas le frfus oitliiiaire, où le tube est mouillé dans toute 
.«^longueur par le liquide, et ou Ton a ^ = ?r . cette valeur de z est 

^«^-H 3 \ ût»— f cos6H-ii5rfn6. 

Si Ton appelle h l'ordonnée du point le plus bas de la suHace du 
tide, et an'on fasse 
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pour déterminer les valeurs correspondantes de u et v, on trouve 



u 



fl* 



— «sinO, Aœs-j-^*^- 



26L COS Ô 



A raison de ce dernier terme, la hauteur h diminue doiK un peu 
quand Fangle â augmente » c'est-à-dire quand Taxe du tube; s écarte 
de la direction verticale. Les observations d^ ce genre sont àsne? 
pi*édses pour rendre sensible cette diminution. Quant au volume du. 
liquide contenu dans le tube au-dessus de son niveau extériem-, il 
augmente avec Tiiiclinaison , et suit la raison inverse du cosin«is de 
cet angle» d'api*ès ce qu'on a vu dans le n* 56. 
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CHAPITRE VII. 

Notes et Additions. 

(i 28). Quoique les priudpes sur lesquels est fondée la théorie qui 
fait Tobjet de cet ouvrage diflEêrent essentiellement de ceux de la 
Mécanique céleste ^ cependant nous ayons obtenu des équations de la 
même forme que celles que Laplaoe a données, soit ponr la surface ca- 
piUairei soit pour son contour tracé à des distances des parois du tube, 
insensibles , mais plus grandes que le rayon d'actirité moléculaire. A 
la vérité, nous n*atons pas trouvé les mêmes expressions en intégrales 
définies /des constantes spéciales que ces équations renferment; mais 
il n'en peut r&ulter aucune différence dans les conséquences qui s'en 
déduisent , parce que les lois des forces moléculaires n'étant pas con- 
nues , on ne saurait calculer, à priori^ les valeurs numériques de ces 
constantes qui ne peuvent être données que par l'observation. Il n'en 
est pas .de même k l'égard de la pression exercée par un liquide sur 
la surfisice d'un corps solide, contre lequel il s'appuie, ou, plus exac- 
tement, sur une surface tracée à distance insensible de celle de ce 
corps. J'ai calculé directement la pression verticale sur un corps 
plongé en partie dans un liquide, que Ton s'était contenté, jus- 
qu'ici, de conclure d'une considération indirecte, mais exacte (n"" 85). 
J'ai calculé de même la pression horizontale ; mais la valeur que 
j'ai obtenue ne s'accorde pas avec celle que Laplace avait don- 
née {vP 85). D'après celle-ci, la pression horiaontale serait diffé- 
rente sur ks deux £ices parallèles d'une lame verticale, d'une très 
grande largeur, lorsqu'une de ces faces est mouillée, dans toute sa 
hauteur, par le Uquide, et que l'autre ne l'est pas, on, générale- 
ment, lorsqu'elles ne sont point l'une et l'autre de la même na- 
tura. Il résulterait de cette différence de pression, qu'un corps isolé, 
flottant à la surface indéfinie d'un liquide , y pourrait prendre un 
mouvement horizontal et perpétuel, qui serait dû ji l'action mu- 



BE L'ACTION CAPILLAIRE. a66 

tuelle des points du liquide et des points du corps; ce qui parait 
difficile à admettre, quoique, dans ce mouvement, le cintre de 
gravite du système entier ne soit pas déplacé. Je trouve cette re- 
marque dans une lettre que Th. Young m'avait écrite, il y. a plu* 
sienrs annéeà. Il en faisait une objeclion, sur laquelle il insistait 
beaucoup , contre la théorie de Laplace ; mais elle n'aurait pas lieu 
contre la nôtre ; car d'après la formule du n* 85 , relative à la près* 
sion horizontale , cette force est la même sur les deux &ces d'une 
lame isolée, soit qu'elles soient de même nature ou de nature dif- 
férente (n* 96), et, conséquemment , ce corps ne peut prendre au- 
cun mouvement de translation à la surface du liquide. Quand il y 
a deux lames verticales et parallèles qui flottent à cette surface, et 
sont peu éloignées l'une de l'autre, la force qui tend à les rappro-* 
cher ou à les éloigner davantage ne dépend que de l'état de leurs 
faces internes; elle est toujours attractive quand ces deux faces sont 
de la même nature: lorsqu'elles sont de nature différente, c'est-à-dire 
lorsque 1q liquide s'élève le long de l'une et s'abaisse le long de 
l'autre^ j'ai fait voir qu'il peut prendre deux figures distinctes d'équi- 
libre, et que, pour l'une, la force dont il s'agit est répulsive à toute 
distance, tandis que pour l'autre, elle devient attractive quand la 
distance est tombée au-dessous d'une certaine limite. Ce second état 
d'équilibre fournit la véritable explication du phénomène observé par 
Haiiy sur une lame d'ivoire et une lame de talc laminaire (n* loo). 
Dans aucun cas, une ou plusieurs lames flottantes ne pourront être 
transportées toutes d'un même côté. 

On a vu que je m'écarte aussi de la Mécanique céleste ^ en ce qui 
concerne l'explication des phénomènes qui ont lieu quand le liquide 
atteint l'extrémité supérieure du tube. La démonstration qne La- 
place avait donnée de l'invariabilité de l'angle compris entre les nor- 
males .à la surface du liquide et à celle du tube , menées par chaque 
point situé à une distance insensible de leur commune intersection , 
n'a pas paru satisfaisante; et M. Gauss en a donné une autre très 
élégante, et qui ne laisse rien à désirer, lorsqu'on fait abstraction 
de la variation de densité du liquide près de sa surface et près de 
celle du tube. En ayant égard à cette variation, dont la loi est in- 
connue, j'ai démontré la même proposition, dans le chapitre lîl, 
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d'une manière qfiii^ je crois ^ ne peut laisser aocua doute. L'inva- 
fiaMiit^^ de Faogle des deux normales, que j*ai appelé tùy exige seu- 
lement que k courbore du tube ne soit pas extrêmement grande, 
ou , autrement dit | que son rayon oéculateur ne soit pas insensible 
et du même ordre que le rayon d'activité moléculaire. Cependant , 
Laplace supposait que cet angle change de grandeur, lorsque le li* 
quide atteint rextrémité du tube; ce qui est inadmissible; car larète 
qui termine la surface intérieure du tube a toujours un rayon in- 
comparablement plus grand que le rayon d'activité des molécules. 
Mais Fangle qui entre dans les formules relatives à l'élévation et à 
la courbure de la surface du liquide , est celui que fait la normale 
à cette surface avec un plan horizontal , lequel angle est égal à e», 
augmenté d'un autre angle i compris entre la normale à la surface 
du tube et ce dernier plan. Or, langle i variant le long de l'arête 
du tube y il en résulte que quand le liqaide a atteint oetle arête, 
la courbure de la surface du liquide et l'élévation de son sommet 
. peuvent aussi varier, conformément à l'observation, sans que Tangle 
ù> éprouve aucun changement. La considération de cet angle i est 
également indispensable, lorsqu'on veut déterminer le poids néces- 
saire pour détacher un disque solide de la surface d'un liquide, Tune 
des questions les plus intéref santés de cette théorie, que l'on n'avait 
pas, ce me semble, considérée sous son véritable point de vue. En 
effet, le disque et le liquide étant soulevés graduellement par un 
poids qui croit par petites parties, ce poids et la hauteur corres- 
pondante du liquide sont, a chaque instant, des fonctions de l'angle i 
qui représente l'inclinaison de la normale à la surface de l'arête du 
disque sur un plan horiaontal ; c'est lorsque ces fonctions atteignent 
leur maximum par rapport à /, que le disque se détache du liquide ; 
et M en résulte la condition d'après laquelle on détermine la gran- 
deur du p#ids propre à opérer la séparation du disque et du li- 
quide. 

Enfin, indépendamment de ces considératiotts délicates, qui ont 
ponr o])jet de rectifier, en plusieurs points, la théorie de l'action ca- 
pillaire, et des principes nouveaux sur lesquels j ai proposé de l'éta- 
blir , le chapitre précédent renferme les solutions de deux problèmes 
dont <^n ne s'était point encore occupé. L'nn se rupporte à la figure 
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dua liquide versé mr «a ifqtiide plus pesunt; Taiittye ei^t relatif à 
ladWsiou d'un cjlîndre capillaire a ùu liquide, question amlogue 
à celle de radhésion d no 'disque , d'une grande largeur^ mais qui se 
résout par une analyse toutt» difTéireute. 

On trouvera dans les notes suivantes quelques déyeloppemeus qui 
m ont pwù utiles, el des expériences <|ue Ton m*a communiquées» pen- 
dant l'impression de cet ouvrage. 



§ 1*' • Constitution intime des corps j^ et jnirticuliét'^ment des Jli^ides. 

tiature des farces nuylc^'ultmes^ 

(129;. Les corps sont formés de nwlévules ^isioiotes, c''e9V'a--dire 
de portions de matière pondérable, d'une grandeur insensible, sépa- 
.lées par des espaces vides, ou des pores ^ dont les dimensions sont: 
aussi imperceptibles à nos sens. Indépendamment de la matièi^e pon- 
dérable qu'elle renferme, on suppose que chaque molécule contient , 
en outre, une quantité variable d'une substance impondérable, ou doiit 
le poids ne peut être rendu sensible , que Ton appelle le calorique, et 
qui est le principe de la chaleur. 

Toutes les parties de la nuiitière sont soumises à deux sortes d'actions 
mutuelles. L'une de ces forces est attractive, indépendante de la nature 
des corps ou de leurs moléeules, proportionnelle au produit des masses, 
et en raison inverse du carré des distances; eUe s'étend indéfiniment 
dans l'espacç, et produit la pesanteur universelle et tous les phéno- 
mènes qui sont du ressort de la mécanique céleste» L'autx« est en par-- 
tie attractive et en partie répulsive ; elle dépend de la nature des mo- 
lécules et de leur quantité de calorique. On attribue la partie attractive 
a la matière pondérable , et ia partie répulsive au calorique ; et , en 
efiet, celle-ci chauge d'inteasité, quoique le poids des molécsles naît 
pas changé. L'excès de l'une sur l'autre est ce qu'on appelle propre 
ment la force moléculnù^ Elle tend à rapprocher -ou à écarter 1e^ 
molécules, selon que l'action de la matière pondérable est plus grande 
ou moindre que l'action calorifique* Son intensité décroît très rapide- 
ment quand la distance des molécules augmente, et devient tout- 
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à -fait in^nsibley dès que cette distance a acquis une grandeur 
sensible* 

La résultante des forces moléculaires dans laquelle la répulsion du 
calorique est généralement prépondérante, produit la pression des 
fluides sur eux-mêmes et sur les corps solides^ et la i^ésistance que 
ces corps opposent aux fluides. Tous les phénomènes de la capillarité 
dérivent aussi des forces moléculaires; mais ils répondent à une par- 
tie de leur résultante, difiërente de la pression, et dans laquelle, 
au contraire, c'est toujours l'attraction qui prédomine. Cette partie 
de la résultante dépend, comme on Ta vu dans cet ouvrage, de la 
figure du liquide et de la variation rapide de densité qu'il éprouve 
près de sa surface et près de celle du corps contre lequel il sap-- 
puie. L'agrégation des différentes parties dans les corps solides et la 
forme régulière des coips cristallisés sùnt àaes k la portion de la 
force moléculaire qtiî dépend 'de la forme et de la situation rela- 
tive des molécules» Cette force tout entière, modifiée par letat 
électrique des molécules, est la cause générale des affinités chi- 
miques. 

Indépendamment de la pesanteur universelle et de la force molé- 
culaire, telle qu'on vient de la déflnir, il existe dans la nature des 
forces patliculières, savoir, les actions électriques ou magnétiques, 
çX peut-être d'autres encore. Ces forces sont attractives ou répulsives, 
et suivent, comme ^attraction ne^rtonienne , la raison inverse du 
carré des distances. Cette loi est prouvée par les expériences directes 
de Coulomb et par l'accord qui existe entre l'observation et le calcul 
fondé sur cette même loi, relativement à la distribution du fluide 
électrique ou magnétique ^ déterminée par l'expérience ou par l'ana- 
lyse mathématique. 11 j a donc lieu de croire que , soit pour les subs- 
tances impondérables, soit pour les parties des corps dont le poids 
est sensible , il n'existe que deux lois différentes de décroissement des 
forces naturelles, l'une en raison inverso du carré des distances , 
l'autre suivant une fonction qui n'a de valeurs sensibles que pour 
des distances insensibles. De plus, pour toutes ces forces, la réac- 
tion d'une molécule sur une autre est toujours égale et contraire 
à l'action de la seconde molécule sur la prendière. On doit ad- 
mettre -ce principe comme une loi universelle de la nature, que 
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personne ne conteste , mais qu'il ne serait pas possible de d^ou-* 
trer par le simple raisonnement;, car il n'y a, ^ priori, aucune 
raison pour qu'une portion de la matière ne puisse pas être atti- 
rée ou repoussee par une autre p sans que la preiafiière attire ou re- 
pousse ^[alemenl la seconde. 

Ainsi, tous les mouvemens que nous obserrons, nous devons les 
attribuer à des forces d'attraction ou de répulsion, pour lesquelles 
l'action est égale à la réaction, et qui varient avec le^ distances , sui-^ 
vaut une des deux lois précédentes. Les vibrations des corps élas- 
tiques et la communication du mouvement, soit par le choc, soit par 
la pression , résultent de la forpe qui n'est sensible qu'à des distances 
insensibles, c'est-à-dire de la force moléculaire. Nous igoorons si les 
mouvemens volontaires sont dus à cette cause , ou bien à une force 
analogue à celle qui émane de l'électricité en repos ou en mouve- 
ment, on même touY-à-fait identique; nous ignorons de même com- 
ment la yoloDtë met les différentes parties d'un muscle dans un état 
d'attraction ou da répulsion mutuelle : mais quand ce muscle s'étend 
ou se replie , nous pouvons assurer que ce mouvement est dû à des 
forces variables avec la distance, et soumises à Jla loi de l'action égale 
à la réaction; car, sans cette dernière condition, les animaux au- 
raient la faculté de déplacer leur centre de gravité sana le secours d'un 
appui extérieur et d'aucune force étrangère. 

(i3o). Il importe an progrès des sciences que la Mécanique ra- 
tionnelle ne soit plus maintenant une science abstraite, fondée sur 
des définitions relatives à un létat imaginaire des corps. Les lois de 
réquilibre et du mouvement des différentes sortes de corps doivent 
être déduites de la considération des forces moléculaires ; et c'est , 
en effet , ce que je me suis proposé dans mon Mémoire sur VÉqui- 
libre et le Mowwnmt des Corps élastiques et des fluides, qui fait 
partie du ao* cahier de l'École Polytechnique. Mais pour appliquer 
à ces forces l'analyse mathématique, les notions générales qu'on vient 
de rappeler seraient insuffisantes, et il est nécessaire d'entrer, à ce su- 
jet , dans des détails plus précis. 

Les molécules des corps sont si petites et si rapprochées les unes 
des autres, qu'une portion d'un corps qni en renferme plusieurs vay^ 
riades, peut encore être supposée extrêmement petite, et la grandeur 
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de ^o& Yoluuie itiseusible. Cela étante si- dW* point M comme eeatre 
-t d'au rayoD insensible ^ ou décrit utte aphère dans FintéHeu^ d*im 
f.^^rps, qui compreniie qu nombre ex trémemeat^ grand de ses raatë^ 
rules; si Ton désigne par fs la somme denses masses ^ par p son vo- 
lume, et qu'on fas^M? 

ce rappoil f est ce qu'où appelle la densité du corps an point M, 
quelle que soit d'ailleurs Tinégatité de masse des molécules et leur 
distribution régulière ou irrégulière <lans l'étendue de v. De même , 
en désignant par n le nombre de molécules que v renferme, et 
taisaut 

cette Ugue €, de gpuideùr insensible, est ce que j'ai appelé 'in^ 
tervalU moyen des molécales. qui répopd au point M et à la 
^ité p. 

Soient m et m' les masses de deux molécules voisines, c et ': 
leurs quautitésc de Calorique, M et M' leurs centres de gravité, 
et r la diat^ince MM' ; et considérons l'action mutuelle de ces lieur 
molécules* Supposons d'abord leurs dimensions très petites par rap- 
port à rintervalle qui les sépare* L'action dont il s'agit se réduira 
alors à une fovce unique , dirigée suivant la droite MM', et dont l'in- 
tensité sera une fonction de r, que nous représenterons par R • e 
même temps, leur répulsion mutuelle sera proportionnelle air pr. 
duit de c et c% et leur attraction au produit de m et m\ En co.'- 
sidérant la force A comme positive ou comme négative, selon qu'elle 
tendra à augmenter ou à diminer la distance r, sa valeur sera Texcè^^^ 
de, la répulsion sur l'attraction; et si l'on suppose que l'attractio. 
réciproque de la matière pondérable et du caloriqv.e , ,qui retvent 
celui-ci dans chaque molécule, s'étend au-dehor&, il faudra retran- 
cher de cet e^Lcès l'attraction dn calorique attaché a m' sur la ma- 
tière de m y et celle de la matière de m' sur le calorique attacha r 
m, lesijpielles forces seront proportionnelles, la première au produit 
mc^-f et la secondé .à mfc. De cette manière, la valeur complète de 
B sera 
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les coefficiei}s>^ et^ C» C étant des quantités positives^ Le premier 
sera indépendant de la nature de m et de celle de m', le second dé- 
pendra de Tune et de l'autre, le troisième ne dépendra qne de la na- 
ture de m ^ et le quatrième de celle de m\ 

En réunissant ces trois derniers ternies en un seul, on pourra écrire 
la valeur de R sous la forme : 

R = Fr— yr. 

Chacune des denx fonctions Fr et yr n aura que des valeurs positive; 
et si )'on fait abstraction.de Tattraction en raison inverse du cairé des 
distances, qui n'a aucune iafioence sensible sur les phénomènes dé- 
pendaj:is.de la ft^rce moléculaire pooprement dite, ces valeurs décroî- 
tront très rapidement et sans alternative, à mesm^ que la variable r 
augmentera, et elles deviendront insensibles pour toute valeur sen- 
sible de r. Pour une certaine valeur de cette distance , on pourra 
avoir Fr^yr et R^s o ; le signe de R sera différent en-deçà et au- 
delà, soit que la .répulsion Fr lemporte d'abord sur l'attraction yr, 
soit que le contraire ait lieu à l'égard de ces deux forces. 

Loi'sque les deux molécules m et m' ne seront pas assez éloignée» 
l'une de l'autre pour que leur forme n'ait auome influence sur leur 
action mutuelle, cette action ne sera plus dirigée nécessaireno^nt 
suivant la droite MM', et il pourra même arriver qu'elle ne se ré- 
duise pas à une seule force* Ses composantes seront toujours des 
fonctions de r, qui n'auront de valeurs sensibles que pour les va- 
leurs insensibles de cette variable ; mais elles dépendront , en outre , 
des angles qui déterminent la direction de la droite MM^ par rap- 
port à des sections déterminées de m et m' ; en sorte qu'elles va- 
rieront, si l'ane des molécules vient à tourner autour de l'autre, 
ou sur elle-même, sans que la distance r de leurs centres de gra- 
vité ait changé. Ce cas général est celui des corps scdides ; le cas 
particulier, daas lequel l'action moléculaire se réduit à la force R, 
a lieu dans le» fluides;. ce qui peut provenir de la distance de leurs 
molécules, qui serai;t plus grande que dans les solides, ou de ce 
qu-elles s'écarteraient moins de la forme sphériquc. 
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Pour former les équations de Fëquilibre des corps solides et des li* 
qaides t il nW pas nécessaire de calculer la force totale qui agit sur 
une molécule isolée. Ces équations et les pressions intérieures ne 
dépendent que de la résultante des actions qui ont lieu entre deux 
parties du corps » de grandeur insensible, mais qui comprennent , 
l'une et Tantre» nn nombre extrêmement grand de molécules; leur 
distribution, dans chacune des deux parties du corps, nous est en<- 
tièrement inconnue; et il y a lieu de croire qu'elle n'affecte aucune 
sorte de régularité, soit dans un fluide, soit dans un solide non 
cristallisé et qui n'est pas comprimé , par des forces étrangères , 
dans un sens plutôt que dans un autre; mais, si l'on suppose que 
la sphère d'activité de chaque molécule, quoique son rayon soit in- 
sensible, s'étende néanmoins à un nombre extrêmement grand des 
molécules drconyoisines, la résultante dont il est question sera une 
fonction de l'interralle moyen £, déterminée et indépendante des 
irrégularités de leur distribution. C'est sur cette hypothèse qu'est 
fondé essentiellement le calcul des forces moléculaires; on peut l'ad- 
mettre comme étant conforme à la nature , et Ton y est conduit en 
considérant l'influence des masses dans les phénomènes qui sont du 
ressort de la Chimie. Dans le cas d'un corps solide comprimé par 
des forces étrangères, dont il ne s'agit pas dans cet ouvrage, l'ac- 
tion d'une partie du corps sur une autre dépend, en grandeur et 
en direction, du sens de la compression , et dans le cas d'un corps 
cristallise, elle dépend aussi de la supposition qu'on fait sur la dis^ 
position respective des molécules et sur la direction des forces qui 
émanent de chaque molécule. 

La forée R , relative à l'action de deux molécules isolées m et mf, 
est une quantité insensible ; mais on peut concevoir deux masses de 
grandeur quelconque et d'un même volume qui sera pris pour unité, 
dont l'une aurait la densité f du corps autour de m, et l'autre la densité 
f' autour de m% et qui seraient telles, que toutes les molécules de l'une 
agissent , par hypothèse , sur toutes les molécules de l'autre , suivant 
des directions parallèles , et avec la même intensité que m agit sur m-. 
L'action totale de l'une de ces masses sur l'autre sera fme force équi- 
valente à un poids donné, et elle exprimera la mesure de la force 
moléculaire, rapportée aux unités de volume et relative k la distance r. 
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a Vendroit du corps où se trouvent les molécules m et m^ Si Ton dé- 
.*^igue par ^ cette mesure, ^ sera une fonction de r, insensible pour 
toute valeur sensible de r, proportionnelle au produit des nombre^^ 
de molécules contenues dans les deux unités de volume, ou , ce qui est 
la même chose, au produit pp^ et dépendante en outre, dans les 
corps hétérogènes, de» coordonnées de m et de m\ Près de la surface 
de séparation de deux liquides, ou d*un liquide en contact avec un 
solide, cette quantité ^ variera très rapidement , non-seulement par 
rapport à r, mais aussi par rapport à la distance à cette surface, par 
suite de la variation rapide que la densité éprouve dans l'épaisseur de 
la couche superficielle. Le produit de f et d*une puissance positive de 
r sera partout insensible, en même temps que ^, pour toute valeui 
sensible de r; la sonune des valeurs de ce produit, ou bien une 
intégrale, telle qae/r^fdrj par exemple, prise entre des limites de 
grandeur sensible, sera également insensible. Si donc on doit prendre 
cette intégrale depuis zéro, ou une valeur insensible de r, jusqu'à 
une valeur sensible ou seulement plus grande que le rayon d'acti- 
vité moléculaire , il sera permis , sans aucune erreur appréciable , 
d'étendre cette même intégrale jusqu'à une valeur de r aussi grande 
que l'on voudra, et même jusqu'à rsssoo . C'est pour cette raison 
que les résultantes des forces moléculaires sont indépendantes de la 
grandeur du rayon d'activité des molécules , qui ne saurait être 
fixé d'une manière précise , et dont on sait seulement qu'il est in- 
sensible. 

En calculant ces résultantes , j ai supposé que toutes les forces , 
attractives ou répulsives, qui agissent sur chaque molécule, éma- 
nent des autres molécules comprises dans sa sphère d'activité, et je 
n'ai point ea égard à Faction du calorique qui se trouve actuelle- 
ment dans les pores sous forme rayonnante. L'expérience prouve , 
en effet, que la portion- de- calorique qui se meut dans le vide est 
extrêmement petite par mpport à cdle qui est attachée aux parties 
pondérables des corps et qui entre dans la composition de leurs mo^ 
lécules; car si l'on réduit ou si l'on augmente subitement un espace 
dans lequel on a fait le vide aussi exactement qu'il est possible, on 
n'observe aucune variation de chaleur, ni dans cet espace, ni dans 
les corps environnans , couttairement à ce qui arrive dès que ce 
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méov) 48p«c« oaotieat «b tant soit, pea d'air «m d'an g«s quc4> 
conque, 

(i5i)« La parAiita nMbilité èm imêM est oe qm ks distingue des 
cQrps 9olidQfi ; il etk résvlt» une pfoprielé spédale des fkûdes p sut 
laquelle sont foodées len éq«atk>iis de leur é^libre ^ et qui dënve 
de la, nature des actions nutnelles de leurs molécules. Pour expli* 
qiierjt ayoe, pression ^ en quoi consiste oeMe propriétë, ik faut com- 
parer 1^ effets de la eooapression dans les eorps sotides et dans les 
flilides^ 

Lorsque la forme d'un corps solide est changée, et que ses molé- 
cules soat déplacées par des forces quelconques , agissant dans son in- 
térieuF o^ à sa sorfaee » tous les points matériela qnî étaient primiti- 
veivent situés sur une même droite , d'une longenr insensible, sont 
encore en ligne droite après leurs déplacenaens. Si M et M' sont les 
centres de gra¥Îté de deux molécules extrêmement rapprochées Fnne 
de l'autre , la droite. MM' rencontre la mémo série de molécules dans 
les denx étals sticciie^fs; dti corps; par conséquent, l'augmentation on 
la diminution de longueur qu'elle subit, comparée à sa longueur pri-* 
nwtive, fait; connaître la dilatalicbu ou la contraction du corps sui- 
vait la ^fo^ction ]V|M^ Il arrive , e» général , qne la contraction , 
positive ou négative, ^ différente en diffeoeas sens autour d'un 
mémie point M[ , et qu'il y a même dilatatia» dans nn sens et con- 
traction dans une autre direction. 

La même chose n'a pas lieu relativement aux flnides. Lorsqne les 
molécules d'un fluide homogène 014 hétérogène sont solUcilées par 
des forces données, ou qu'une pression, plus mi naeins grande^ est 
exercée à sa srii^face , il se comprime ou se diJele également en Ions 
sens autpur de chiicun de ses points*. Une droite MM', aussi petite 
qu'oifi vQudri^ , qui joint deux points du fluide , ne rencontae pins 
les mêmes, molécules avant et après rapr^icalîon d^ ces forces*. Une 
partie de$ oiolécules, qn ello tniverstit d'abord iieste sur celle droite; 
une aut^i^e partie s'en, écarte 4^ différons* calés , et d'antaes moléooles 
vienn^ts'y ranger : d*où il rétoUeqiie le^ vacooilMissement ou l'allon- 
gement de la droite MM^ ne peqt.plu&fiû reconnaître la contaaetion on 
la dilatation du. fluide suivant sa direction , et qu'il est même possible 
que le fluide chaiige de forme > sans qu'il y ait dilatation on con- 
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tnictioo dans aucmie de ses parties, ce qui n'a jamais lieu à l'égard 
des corps solides. Après les dépUcemens de ses molécules, un fluide 
se trouve donc constitué autour de chaque point M, comme il l'était 
auparavant ; et l'on doit se représenter les molécules «itnées dans la 
sphère d'activité de M, comme un système qui reste toujours semblable 
à lui-raAme, et qui. est seulement construit sur une plus petite ou sur 
une plus grande échelle, en considérant toutefois ce système dans 
son état moyen , abstraction faite des irrégularités de la distribution àef^ 
molécules dont il est composé. D'un point M 2i un autre , la con- 
traction ou la dilalattta égale ea tous sens , et par suite l'intervalle 
moyen € et la densité p, varient d'ailleurs suivant des lois dépen- 
dantes des forces données qui agissent sur les molécules, et aussi 
de la nature du fluide , quand il n'est pas homogène. 

Cette propriété canctéristique des fluides de se contracter ou de 
se dilater également en tous sens, et de se reconstituer toujours sem- 
blablenient à eux-indmes autour de chaque point, peut être attri* 
buée à la parfrite mc^ité de leurs rac^ules, résultant de ce qu'elles 
sont à peu près sphériques, ou assez éloignées les unes des autres 
pour que leur forme n'ait' aucune influence sensible sur leur action 
mutuelle. On conçoit , en efiet, que dans cette hypothèse, si Ton 
exerce une pression quelioonque à la surface d'un fluide , il ne pourra 
pas arriver qu'il se contracte inégalement en des sens diffiérens; car 
il n'y aurait ancnne cause particulière qui pût retenir les molécules 
dans les directions on elles seraient le plus resserrées ; et si des con» 
tractions inégales avaient lieu , oe ne pourrait être qu'un état d'équi- 
libre instable t qu'on doit regarder comme physiquement impossible. 
An contraire , si le fluide est d'abord dans un état d'équilibre snbsis-- 
tant , et qu'on y applique de nouvelles forces quelconques , le second 
état d'équilibre auquel il parviendra pour obéir a ces forces sera stable 
comme l'état primitif, si le nouvel arrangement de ses molécules au- 
tour de chaque point est semUable à eelui qui avait lieu auparavant. 

Dans les corps solides , cristallisés ou non , la cause particulière qui 
retient les. molécnka sur les directions où elles sont plus ou moins 
resserrées , ne peut être qne la partie de leur action mutuelle qui dé- 
pend de leurs fomes et de leurs positions relatives ; «i sorte que cette 
partie de la force molécttkife est, connue on Ta dît plus haut, In 
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cause de la solidité ou de la cristallisation. Si Ton écarte les molécules 
par une addition de calorique, cette force secondaire diminue» en gé- 
néral , plus rapidement que 1 autre partie de leur action mutuelle ; 
son eflfet peut devenir insensible, et le corps passe alors à Tétat fluide. 
La viscosité est un état intermédiaire entre la solidité et la parfaite 
fluidité, dans lequel la force secondaire dont il s'agit existe à un 
moindre degré que dans un solide, et empêche plus ou moins les 
liquides de se contracter ou de se dilater également en tous sens, 
autour de chaque point. 

De ces diverses considérations, on conclut que la force R du 
numéro précédent, indépendante de sa propre direction, convient 
exclusivement aux fluides élastiques et aux liquides dépourvus de 
toute viscosité. La théorie exposée dans cet ouvrage étant fondée 
sur rhjpothèse d'une force moléculaire de cette nature , il s'ensuit 
qu'elle ne s'applique rigoureusement qu'aux liquides qui ne sont au- 
cunement visqueux. Les applications que nous avons fiiites à diflë- 
rens liquides, des formules déduites de cette théorie, supposent donc 
qulls n'ont qu'un (âible degré de viscosité; ce qui se trouve con- 
firmé par le peu de différence qui existe , en général , entre les ré- 
sultats du calcul et ceux de l'expérience. 

Observons enfin que quand une pression extérieure ou d'autres 
forces données sont appliquées à un fluide et déplacent ses molécules, 
elles devront toujours employer un certain intei*valle de temps pour 
parvenir, autour de chaque point, k une disposition semblable à leur 
arrangement primitif. Ce temps, quelque petit qu'on le suppose, peut 
être très diflerent dans les diflerens fluides ; mais rien ne se 6isant 
instantanément, il ne saurait être tout-4i-fait nul, lors même qu'il 
s'agit d'un liquide entièrement dénué de viscosité, ou d'un fluide 
aériforme. U n'influe pas sur l'état d'équilibre qui ne s'observe qu'a- 
près que cet intervalle de temps est écoulé; mais, dans le cas du 
mouvement, la position respective des molécules changeant sans 
cesse, on conçoit que cette variation continuelle peut être asses ra- 
pide pour qu'elles n'aient pas le temps de revenir, comme dans le 
cas de l'équilibre, à une disposition toujours semblable à elle-même: 
il en résulte donc que dans un fluide en mouvement, et surtout 
quand les vitesses relatives de ses molécules sont très grandes, les 
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dilatations et les condensations qne le fluide éprotive ue sont pas 
constamment égales en tous sens autour de chaque point; circons- 
tance qui rapproche 9 en quelque sorte, le mouvement des fluides de 
celui des solides élastiques, et rend plus ou moins analogues les vi- 
brations très rapides de ces deux sortes de corps, ainsi que ^e Taî déjà 
remarqué dans une autre occasion. 



§ II. Conversion des sommes en intégrales. 

• 
(iSq). Les liquides, n'éprouvent que de très petits changemens de 

volume pour de très grandes variatioas dans les pressions extérieures 
auxquelles ils sont soumis. D*après l'ancienne expérience du phy- 
sicien Canton, la dilatation de l'eau, par exemple, n'est que de 
46 millionièmes, pour une diminution de pression égale à la pres- 
sion ordinaire de Falraosphère; et, dans ces derniers temps | on a 
trouvé qu'il fallait employer une pression équivalente à environ 
1 100 atmosphères, pour diminuer son volume d'k peu près six cen- 
tièmes : le mercure résiste encore beaucoup plus k la compression. 
Il résulte de \k qne la pression exercée, en vertu de l'action mo- 
léculaire, par une partie d'un liquide sur une partie adjacente, doit 
aussi varier dans un très grand rapport , pour de très petites varia- 
tions de l'intervalle moyen des molécules; or, il faut pour cela 
que les deux forces, attractive et répulsive, dont l'action molécu- 
laire est la différence, soient extrêmement grandes l'une et l'autre 
par rapport a cette différence; en sorte que chacune d'elles aug- 
mentant ou diminuant inégalement d'une très petite partie de son 
intensité, pour ces très petites variations de l'intervalle moyen, leur 
différence se trouve avoir augmenté on diminué dans un très .grand 
rapport. C'est aussi pour cela que la somme qui exprime la pression 
intérieure n'ayant pas nne valeur extrêmement grande, une autre 
somme d'où dépendent les efiets de la capillarité , et qui s'effectue sur 
un produit contenant un flicteur de grandeur insensible, de plus que 
la première, peut néanmoins avoir encore une valeur sensible. 

Les lois de l'attraction des molécules et de la répulsion calorifique 
étant inconnues, on ne peut pas décider, à priori j si la somme qua- 
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dropb i\ni exprima la preâsion kiténenre est iféàuctithle k une iotë- 
grale iiéfîme ; mais nous avons froniré^ dans le n^ i5, cfoe cette rë- 
ductâoii est impossiUe, du moiiis k regard de la partie de ta pres- 
sion relative à uae sur&tce plane ^ d'apr«» les coad^ions que cette 
piessioti doit remplir; et, en effet, on peut fiiire one infinité d'hypo* 
thèses sur les lois de Fattraction et de la repnlsîoo «qui oe pennetltiit 
pa»de remplacer les sommes relatives à la différence de ces deux forcer 
par des intégrales, quoique, dans ces sommations, les variables croit- 
M >?r degrés /extrêmement petits. U s'agit ici de donner des exemples 
ùe .ette irréductibilité, en nous bornant , pour plus de simplicité , à 
^Cft aoaimes de fonctions d'nne seule variable. 

r .S Soit for une fonction donnée de la variable x. Faisons 
croit rr x par des différences constantes dont la grandeur sera re- 
pr^M ée lar é; suj^posons que les valeurs de x s'étendent depuis 
3r :=r i jusqu'à ar;s5Q0; et désignons par p la somme des valeurs 
«. >rre<^pondantes de ^x, ou, autrement dit, fiiisons 

« 

ia sene ?' prok) .géant k Tinfini. Lintégrale 1 ^xcbc^ divisée par é 

et d minuée de j ^o sera une valeur approchée de la somme p ; et 

Ton a vu , dans mon Mémoire sur le Calcul numérique des Inté^ 
grales définies (^), que la différence de ces deux quantités peut 
s'expfimer par une autre intégrale définie, de sorte que l'on aura 
exactement • 

i étant un nombre entier et positif auqpel répond U somme 2, qui 
s'étend depuis î= i jusqu'à izs^co . 

Par le procédé de l'intégration par partie, on réduira la seconde 

ni grale contenue dans cette forqdule, en unç série ordonnée soi* 

v^nt les ^ r*ssapces paire^ de <, dont les coeffîdens renfermeront les 

1 1 ;rentielles impaires de çx , irelatives aux deux valeurs 



(*) Tome y J d^ Nouveaux Mémoires 4e tAcodémie det Sciemeei. 
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de X. Je snpposemi que cette fonctioii et tous ses eoefiiden diffé- 
rentiels s'évanouissent à la limite jr ac? op* ; et en repvésentQinf par 

9 9 ^'f 9\ etc. , îes valeurs dfe ^ar, -^, -j^y etc. , qui répondent a 
jr = o , il en résultera 

p=:l r (pxdx — - ^ — oi^' + aV<p'"— aV^' -f etc. ^ (3) 

où Ton a- fait, pour aàwégtv , 

Les quantités a, a', a", etc., forment une série de fractions décrois- 
.^antes dont on connaît les valeurs exactes , savoir : 

a = — , a = — , a'zsz - — ^ , etc. 

I a 720 ' 30240 

De plus» à quelque terme que Ton arrête la série (a), le reste qu'il y 
faudra ajouter pour avoir la valeur exacte de p , sera exprimé par une 
intégrale définie , dont b valeur changera généralement d'un terme 
à l'autre , et dont on pouFra. assigner des. limites qui feront con- 
naître si la série est convergente. Dans le Mémoire cité, j'ai exa- 
miné en détail le cas singulier ou le reste est constant , et oii les 
termes de la série (2) s'évanouissent tous, excepté les deux pre- 
miers; ce qui oblige de recourir à l'équation (i) pour calculer la 
valeur de p. 

En général II si l'an prend pour Çx une fonction du genre de 
celles qui varient, très rapidement et sont insensibles, dès que le va- 
riable a acquis une. grandeur sensible, les quantités ^x, «r -^ . 

jr* -^ f ^^ j^» ®^^'» seront toutes du méhie orHre de grandeur; 

pour que la série des produits ^, i^\ é^ç'', ^^^"'f etc., et, à plus 
forte raison, la série (^2), soient très rapidement décroissantes* il 
suffira donc que t soit très petit, eu égazd à l'étendtie des valeurs 
sensibles de ^x ; et , dans cette hypothèse , la seconde intégrale que 
contient la formule (i) sera toujours une quantité extrêmement petite, 
soit qu'elle se développe en sérié suivant les puissances de € , soit que 
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œ développement ii*ait pas Jami, h cause que tontes les qnantit^ 

Pour fixer les idées, supposons que x exprime une distance va- 
riable, et que s soit une ligne constante, d'une longueur insensible. 
Prenons, pour premier exemple, 

— î 

c étant une constante donnée , e la base, des logarithmes népériens , 
et 01 upe ligne constante, d'une longueur. insensible, afin que Téten- 
tendue des valeurs sensibles de fx soit aussi insensible. En fiiisant 
i =s C«, et supposant que € soit une fraction extrêmement petite , 
Téquation (a) deviendra 

p= cQ — i H-otf — a'C» 4- «"€*— etc.); 

et cette série sera très convergente, puisque ses termes décroîtront 
plus rapidement que les puissances impaires de €. Dans cet exemple, 
la valeur de /» se réduira sensiblement à son premier terme , savoir : 



P — i^'lfo ♦^^^ 



Soit , en second lieu , 



farssce 






nous aurons ^'=:o, ^'''sso, p" z=zo, etc. Ce sera donc un des cas 
où la seconde intégrale contenue dans. la formule (i) n'est pas déve* 
loppable suivant les puissances de s ; mais comme on a 



*• 4t*ir«A< 
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réquation (i) deviendra 



5P- (1>- V/»H->e->- ye-^' + ye-^' - etc.). 



en faisant — = >• Or, y étant un très grand nombre dans l'hjpo- 



^périeos, 



des 05 

i dcTf 
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V^^ thise de t (ris petit per rapport à ot, cette série aéra extrêmement 

oonrei^^ente^ et tons ses termes , à partir du troisième , seront toot-a* 
tance Ti- ^^ iasensibles. On voit, de plus, qu'on pourra négliger le second 

isensiUe. terme par rapport au premier, et réduire cette râleur de p à 

comnae dans le premier exemplii* 

O» deux exemples sujQisent pour nbontrer que quand on suppose 
lintenralle € des "ndenrs successives de x extrêmement petit par rap- 
° , port à retendue des valeurs sensibles de ^, la somme p se transfor- 

^ P^*^' mera en une int^praile divisée par <, toutes les fois que ^x ne sera 

composé que d'un seul terme, ou de plusieurs termes de même 
signe; mais cela n'aura pas toujours lieu, lorsque cette fonction sera 
composée de deux parties , de signes contraires. Ainsi , dans le cas de 



X 



rdtroal ^* 

iToir: c^ d^ «, f$l^ étant des constantes positives, on aura 

et quoique - et — sment de très grands nombres , il suffira que les 

coefficiens c et ^ soient, à très peu près , en raison inverse de ces 
nombres, pour que la valeur de f soit comparable et même très su- 

périeure à celle de - / pxdx, et, conséquemment , pour que la 

série (p) ne puisse plus se réduire à son premier terme. Si la fonc* 
tion px s'évanouissait avec x^ et qu'on eût, par exemple, 

il en résulterait 

et ce serait alors le troisième terme de la série (2) qui 

'«^ 56 
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comparable ou supérieur an premier, lorsque les coefficiens c et c' se- 

raient à très peu près en raison inverse des carres de - et ^. 

On peut aussi remarquer que si le second ou un autre terme de 
la série (2) devient comparable ou supérieur au premier, pour une 
certaine fonction ^, composée de deux parties de signes contraires, 
la même chose n'aura pas lieu à Tégard d'une autre fonction qui aurait 
un facteur x de plus cpie ^x, c'est*à-dire à l^égard de la fbnctioTi 
xfx. Je suppose , par exemple , que les coefficiens c et c' soient en 

raison inverse de - et —, et je prends successivement 




b étant un coefficient qui pourra être aussi grand qu'on voudra. 
Dans le premier cas, la série (a) se réduira sensiblement à son se- 
cond terme; mais, en même temps, dans le second cas, aucun de 
ses termes ne sera comparable au pwmier. Je conclus de lÀ, cou* 
r'ormément à ce qui a été dît dans le n* i5, cpie quand la somme, 
des valeurs d'une fonction de la nature de ^œ n est pas réductible 
à une intégrale définie , il n'est point k craindre que la somme des 
valeurs de xpx tombe en même temps dans «e eas d'exception. 

On parviendrait aux mettes conséquences, au moyen de la for- 
mule (i), en prenant pour exemples des Ibuctions composées d'expo- 
nentielles , dont les exposans renfinrment le carré de la variable. 



§ ni. Équations généndês dé Vé^Ukre des fluides, 

(i34)« Si l'on trace dans l'intérieur d'un fluide une surface qui le 
divise en deux parties, la {weagion rapportée à l'uMté de surface, de 
l'une des deux parties sur l'autre , en chaque point M de leur sur&ce 
de séparation, sera la résultante de trois iiMoes rectanenlaires N. 
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T, T' ; la première normale et dirîgëe de dehors en dedans de la par- 
tie qui éprouve la pi^ssioui et les deox autres tangentielles« D'après 
ce cfu'on a vu dans le n* 33 , les yaleun de ees trois composantes se- 
ront de la forme : 

N = pH-V, T»|, T'«|, 

eu désignant par p une quantité indépendante de la courbure de 
la sur&ce et de là direction de son plan tangent en M , par Y une 
quantité relative à cette courbure, qui s'évanouit quand la sur&ce 
est un plan^ par x et jr les coordonnées du point M parallèles aux 
directions de T et T', et par q une certaine intégrale définie, dont 
la valeur dépendra de la matière et de la densité du fluide au 
point M. La quantité p est une somme quadruple non réductible 
à une intégrale, et dont la valeur se déduira, dans dkaque caS|. des 
forces données qui agissent sur le fluide* Dans le caa d'un liquide 
homogène et soumis à des forces quelconque», la quantité q pourra 
être regardée, ainsi que la densité, comn^ie sensiblement constante , 
ce qui fera évanouir les forces tangentielles T et T'. S'il s'agit d'un 
fluide aériforme d'une matière homogène, et soumis, par exemple, à 
l'action de la pesanteur, sa densité , et par suite la quantité q, ne varie- 
ront sensiblement que pour des points très éloignés l'un de l'autre , de 
sorte qu'on pourra encore regarder les forces T et T' comme nulles. 
Dans ces deux cas, la pression sur un plan mené par le point M 
se réduit donc à la force normale p^ laquelle est indépendante de 
la diceciioa du plan , et la même , en tous sens , autour du point M. 
Cesi en cela que consiste le principe de l'égalité de pression , que 
Ton emprunte de l'expérience et dont on faiit ordinairement k base 
de l'Hydrostatique ; mais il est évident qu'il n'a Iieu> que dans le» 
fluides homogènes, et seulement lorsqu'on néglige la variation de 
la densité ou de l'intervalle moyen des molécules , pf#duite par les 
forces qui agissent en tous leurs- points , pour n'avoir égard qu'aux 
pressions extérieures. Ainsi limité , ce principe est une conséquence 
immédiate de la propriété qu'ont les fluides de se contracter égale- 
ment en tous sens autour de chaque point, ou de former cons-- 
tamment un système de molécules semblable à lui - même ; et , ré- 

36.. 
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ciproquement, œtle propriété des flnidoB poormit m oonchin immé- 
diatement de'oe priiiap6,^Miindéré.MNnaw.ime:doi^^ Fespé-* 
rience. Bm #ffrt^ on démontm. dtsectement et sans difficnllé que, 
selon qne U oontraction est la même ou qa*elle varie dansidiffërenteft 
directions autour d'un point 'M^ la pression est aussi constante ou 
variable^ relativement aux diffëreos plans menés par ce point. U 
en résulte que^ d'après Tobservation qui termine le n* i5i, le prin- 
cipe de Tégalité de pression n'a pas lieu dans les fluides en mou- 
vement , du moins lorsque leurs nudécules sont animées de très 
grandes vitesses; niais ^ sur ce point, nous renverrons au Mémoire 
cité précédemment (fi* i3o); et noos ne nous occuperons ici que de 
leur équilibre. 

Les équations de fëquiKbre d'un fluide quelconque ne dépendent 
qne des forces données qui lui sont appliquées, et de la parUe pdeU 
pression , à cause de la propriété très digne de reniarque (lï* 78) dont 
jouissent l'autre partie Y de la pression normale et. les composantes. 
tangeatieUes T et T'. Si cea foroes agissent en tous les points de la 
surface d'une portion A du fluide , prise dans nntérieur de la masse , 
elles se feront équilibre, sMS le secours d'aucune autre force donnée , 
quelle queaoitla forme de A$ pourvu seulement que ses dimensions 
surpassent le myon d'activité des molécules, et qu'il n'y ait, en au- 
cun point de sa surface, deux ou plusieurs plana lâfigens comprenant 
un angle de grandeur finie^ en sorte que cette auÀce ne {Mrésente 
aucune pointe ou arête vive. 

Cela étant , supposons qne les dimensions de A soient insensiUes, 
mais plus grandes qne le rayon d'activité moléculaire. Soit M un 
point de A qui sera, par exemple, S9a centre de gravité, et M^ un 
point quelconque de sa surface. Appelons r' lé rayon vecteur MAf, 
dont la grandeur insensible variera d^ne minière quelconque avec 
sa direction; et désignoos par x, jr, a, les trois coordonnées rec- 
tangulaires de M, et par J^ + x'^j -^rft ^ + ^> les coordonnées de 
M' rapportées aux mêmes axes. Si la quantité /i répond atir point M, 
et qu elle devienne jf au point M^ noos aurOn» 
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en négligeant les carrés et les produits de xf^ y^ xf. Pat* le point W, 
menons , dans 1 intérieur de A , une normale à sa sur&ce , et soient 
«y C^ 7, les angles que 9a direction fait avec des parallèles aux axes 
des œ, jr, Zp menées par le même point. En représentant par oà l'élé- 
ment dififérentiol de cette surface <]ui répond #q point M^ les compo- 
santes parallèles à ces mêmes axes, de la pression p'cÊ relative a cet 
élément, seront 

p'cê cos €b , p'w cos € , p% cos y. 

Pour avoir les composantes totales à^ la pression extérieure qui doi- 
vent faire équilibre aux forces données qiû agissent sur A, il faudra 
donc calculer les sommes de ces. trois .quantités^ étendues à la sur- 
face entière de A. 

Or, supposons, pour. fixer lès idées, que Taxe des* z soit ver-* 
tical et dirigé en sens oontraice de la pesanteur, et que chaque 
verticale ne rencanti:e iqù^én deux< .points la surface de A. Circom- 
crivons à cette siurface un ejrlindre ver^cal , qui la divisera . ea deux 
parties. L'angle y sera' pfafcM dans > la partie supérieure, et aigu dans 
la partie inférieure. Si donc le point Sf appartient à la première 
partie , et qu'on déaîgme par € k {mjection hpiizontiale de ai , on 
aura 

c = — « cos }^. 

■ 

Soit, de plus, M| le point de la partie inférieure situé sur la même 
verticale que M', et répondant, conséquemment, aux mêmes coor- 
données horizontales x' et ^. Représentons par ai, , >! , p. , 2, , ce 
que deviennent ùè^ y^ p^ z', relativement à ce point M,. La pro- 
jection horizontale de l'élément û», sera la même que celle de % ; 
on aura donc aussi 

casii^, cos>,; 

et la somme des coteposantcs verticales de la |>res8ion , qui répon- 
dent à ces deux éléibens , sera (p. — pO ^ ^ quantité qui se réduit a 

[z. '^z')c, en ajuurt égapd àk lateur de />', et ^lieirvÉnt que celk 

p, s'en à Ukt k par le clwnmjiHfcilt de V e«î s,. Mmrid Ton détom^ 
le le ^MRBne eritiw 0e A M éKbMfl |)nMiln^<Ma et vierticaux , 
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çt. que FoQ represeote par h le volume du prisme termioé par m 
et c^iy et par l sa longueur M^», on aura 

La quantité préoédeate deviendra donc — ^ ^ k ; et si l'on désigne par 

p le volume entier de A » on en conclura ^' j ^ f pour la conipo-^ 
santé totale des pressions verticales et dirigées de bas en haut. On 
trouvera de même — ^ ^ ^* — ^ ^> P^'*^ ^^^ composantes totales des 
pressions extérieurea, suivant les aîxes des a: et des j^ positives. 

Maintenant, soient X , Y, Z , parallèlement wam axes des Xy y j z^ 
les forces données et rapportées à Tunité de masse qui répondent au 
point M , et qui sout , par exemple , la pesanteur, l'attraction en rai- 
<ion inverse di> carré des distances qui émane des molécules mêmes 
du fluide , et d'autres attractions ou répulsions , agissant suivant des 
lois qudconquas. Soit aussi jd ki densité du liquide en ce point. En 
?iégligeaut les variations de ces quatre quantités dans toute l'éten- 
due de A, les forces motrices de cette petite portion du fluide se- 
ront |C(^X, fv\j fvZ} en les comparant aux pressions extérieures, et 
supprimant le fkcteur cou mun </, on en conclura 

pour l'équilibre de A; ce qui coïncide avec les équations connues de 
Yïfydrostatiqiê&é 

On en déduit 

dp = p{\da: + Y^T + Zdi), 

pour l'équation qui servira à déterminer Finconnue p en fonction des 
coordonnées x, jr, z, du point M. Mais il ne faut pas perdis de vue 
que cette formule ne convient qu'aux points intérieurs du fluide , 
c'est-à-dire aux points situés à une distance de sa surface » plus 
grande que le mjwi d-aetivité ittoléculaire-; en sorte* qu'on n'en doit 
pas condure qu'cm ait simplement <^ s= o ^- pour l'équation de la 
surface libre ou soumise à une piession extérieur constante , d*un 
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liquide en équilibre. En vertu de cette équation, Ja résultante des 
forces données X, Y, Z, couperait cette surface à angle droit , en 
tous ses points ; mais l'équation complète de la surface d'équilibre 
renferme un second terme (n*" 29) ; et , à moins qu'elle ne soit tout- 
à-fait plane, son plan tangent n'est pas exactement perpendiculaire 
à la direction de la pesanteur, ou, généralement, à la résultante 
des forces X, Y, Z, qui ne proviennent pas de l'action molécu- 
laire proprement dite. 



§ ly. Dépression du mercure dans le baromètre. 

(i35). On a TU, dans le n^ 108, que l'angle sous lequel la surface 
convexe du mercure non oxidé vient couper la surfiice du verre est 
égal k 45® 3o\ En aj^lant b son cosinus, on a 

b s=s 0,70091 ; 

on sait aussi qu'en prenant le millimètre pour unité , la constante a* , 
relative k la matière du mercure , est 

â* = 6,5216:1 ; 

il faudra donc employer ces valeurs pour calculer la dépression du 
mercure k la température de 12^,8, à laquelle elles se rapportent. 

S'il s'agit d'un tube capillaire, on fera usage de la formule (i i) du 
n"" 54; et en désignant par J^ la dépression du mercure, rapportée au 
point le plus élevé de sa surface , on aura 

CL étant le rayon du tube. Cette formule suppose que le rapport 
* soit une (raction peu considérable. Pour plus d'exactitude, il 

faudra augmenter ou diminuer son premier terme de s^ de sa 

valeur, pour chaque degré de température au-dessous ou au-dessus 
de ii%8. 
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homope ce sera, an oontnrire, le rapport - tpA sera une frac* 

tioffi peu considérable, on emploiera la fidrmule (s) du n* iio; 
et en disant 

« + 0,2690 es a', 
on en condora 

le millimètre étant toujours Tunité. 

Pour que des hauteurs hjuomélf iques , mesurées ayee différens 
baromètres à large cuvette ^ soient c o mpar a bles entre elles et puis- 
sent donner la valeur exacte de la pression de f atmosphère , il y 
faut ajouter les valeurs de ^ relatives aux diamètres respectife des 
tubes cylindriques, où le mereure s*élève; et, d'après ^ remarque 
du n"" 127, il fiiut, en outre, que ces tobii soient rerCîcaux, on 
bien, s'ils ne Tétaient pas, 3 y aurait encore une autre petite cor- 
rection k faire subir aux hauteurs observées , qui doivent toujours 
répondre au point le plus élevé de la surface convexe du mercure. 
Les formules (i) et (a) euffiront pour déterminer les valeurs de J^ , 
dans les deux cas extrêmes, d'un très petit et d'un très grand dia- 
mètre. Dans les autres cas, il faudra recourir à la méthode des qua- 
dratures , pour déduire , de l'écjfuation de la sur&ce du mercure , la 
valeur muiériqne de / relative à. «ne grandeur donnée du diamètre , 
ou 9 réciproquement, la grandeur du diamètre qui répond k une va- 
leur donnée de J^. C'est de cette manière qu'a été fermée la table des 
dépressions du mercure, que Laplace n insérée dans la Connaissance 
des Tems de l'année i8ia, et <pu # été calculée par M. Bouv^sd. 
Elle suppose que la sur&ce du mercure coupe celle du verre sous 
un angle de 4'* ru% et que le mercure s'abaisserait de 94766 milli- 
mètres, dans un tube dont le diamètre serait nu dix-inillième de mil- 
limètre ; ce qui revient à prendre 

& 88=0,73897, 0*835 6,5000, 

pour les viJen» des constantes que j*ai désignéel pttr ft et il*. Il 
serait à désirer que ce calcul fkt répété, en partant des valeurs de 
b et i^ que j'ai adoptées, et qui satisfont mieux aux observations 
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[<l^ xo8). En attendant^ TOÎci h table doat il s'agit, où les dia- 
mètres et les dëpres8i<ms acnat exjmm^ en millimètres 

DUmèCret Depreftioat 

intéritart àa tobe. cia mcreare. 

3 4^5599 

3 !),goa5 

4 2,o588 

5 •••. i,5o55 

6 i,i48a 

7 o,88i5 

8 o,685i 

9 • é 0|5354 

IX ^ ....•• • o,55o6 

12 o,a6o2 

i5 ».•••.••...• 0,!2047 

i4 ••••• Oi«597 

i5 o,za4^ 

x6 ••.. 0,0970 

17 .••• 0,0754 

i8 o,o586 

19 • ^ . . • • o,o43o 

ao ........ *^.\ ..^.. . o,o352. 

Oo peut aussi former, par l'expérience, une table des dépres^ 
sions du mercure, en comparant, à un même instant, c'est-à-dtre 
sous une même pression atmosphérique, la différence des hauteurs 
du mercure dans un baromètre à siphon, dont les deux branches 
verticales ont le même diamètre, aux hauteurs de ee fluide au-de»^ 
sus de son niyeau extérieur, dans diflt^rens baromètres à large cu- 
vette. Cest, en efiêt, par Tobservation que Charles Cayendish, le père 
du célèbre physicien de ce nom, a formé la taUe que l'on trouve 
dans les Tnmsactions philosophiques de Vannée ijjô* Vçid. cette 
table en pouces anglais , comme l'auteur Va d<mAée , et ep milli- 
mètres. 

57 



ago 



NOUVELLE THÉORIE 



OlAMàTKBS 0BPKCSS10NS 

^n pouces anglais. en pouces angko». 

Oyio 0,140 

Oyi5 0,09a 

0,20 0,067 

0,^5 o,o5o 

o.So • • • • • o,o56 

o,S5 • . . . • o,035 

0,40 * • • • 0,0 1 5 

o^5o . • . • 0,007 

0,60 o,oo5 



DIAMàTEBS 

en milK mètres. 



népacssioins 
en miHimènret 



2,54 ••. 5,556o 

3,81 2,5368 

5,08 1,7018 

6,35 1,2700 

7*62 0,9144 

8,89 o,635o 

10,16 o,38io 

12,70 •* 0,1778 

i5,24 0,1270. 



Ces dépressions étant le résultat de Texpérience , celles qui ré- 
pondent aux plus petits et aux plus grands diamètres peuvent ser- 
vir à vérifier les formules (i) et (2). Or, si Ton Êiit successivement 

2a = 2,54i 2a = 3,81, 
la formule (i) donne 

«Tss 3,4712, ^"=3,4199? 

les différences o"",0748 et — o°"",o83 1 , avec Texpérience , peuvent 
être attribuées , en grande partie , aux erreurs dont ce genre d'obser- 
vations est susceptible* Soit de même successivement 

3x5,24, 2« =12,70, 2a =10,16; 



2a 



cr= 0,3175 î 



on aura , d'après la formule (2) , 

cT = o,og45, <r = 0,1747, 

ce qui ne difiere de l'observation que de 

o"*,o325, o"",oo3i, o™,o635. 

La formule (i) se trouve encOM eo&fîrmée par une <Aservation 
de M. Gay-Lussac, qui a trouvé la dépression du mercure égale à 
4"",69, dans un tube dont le diamètre était i°",go5. En y &isant 
a âs 0,9525, la formule (1) donne er=4i673o; ce qui ne difiere pas 
de o""*,02. 
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(i36). J'ajouterai à ce paragraplie la note suivante aof les Bàrù^ 
mètres à surface flâne ou concave, qui m'a été commuiiiquée par 
IVf. Dulong, et qtie les physiciens liront avec intérêt. 

« Dom Casbois, professeur de Physique à Metz, indiqua ancien- 
» nement un moyen de construire des baroniètres à surface plane 
» ou même concave, ou, ce qui revient au même pour la théorie , 
» des appareils en forme de siphons composés d'une branche capil- 
;) laire et d'une autre de gros calibre, dans lesquels le mercure se te- 
n nait à une hauteur égale dans les deux branches , ou même plus 
» grande dans le tube capillaire que dans l'autre. 

» H crut trouver la cause de ce phénomène dans Texdusion plus 
» complète de rhumidité , parce que c'est en faisant bouillir pendant 
» long-temps le mercure dans les appareils qu'il réussissait à le pro- 
» duire. Quant à l'explication même qu'il donne de la forme concave 
» de ia surface déduite de la privation absolue de toute honûdité , 
» elle ne mérite «itcune attention. 

» n parait que Laplace et Lavoisier réussirent aussi à construire 
» un baromètre à surface plane, et qu'ils partagèrent l'opinion du. 
n physiaen que nous venons de dter sur l-origine de cette particu* 
» larité, en l'attribuant à la dessiccation plus parfaite du mercure et 
>j des parois intérieures du tube. 

» Lorsque l'on a construit, soi-«méme, des baromètres avec les 
'} précautions usitées pour les purger d'air et d'humidité, on a peine 
\ à concevoir qu'il puisse rester dans ces instrumeâs une certaine 
^) quantité deau, qu'une plus longue ébuUilion parviendrait à ex- 
» puiser^ aussi n'a vais- je jamais été satisfait de cette explication, 
)' qui, d'ailleurs, ne se concilierait pas facilement avec la théorie 
» des phénomènes capillaires. Mais c'est en construisant des thermo- 
» mètres à mercure que j'ai été conduit à reconnaître la véritable 
M cause du phénomène décrit par Casbois. 

» J'avais remarqué que, en réitérant l'ébuUition du mercure pour 
)) chasser les dernières bulles de gaz , le tdbe se trouvait sali in«» 
D^térieurement au point de ne plus permettre de distinguer la sur- 
')* ÊfM^e libre de la colonne liquide. A l'aide d'une loupe , on dis* 
» tinguait de petites masses irrégiilières de mercure adhérentes aux 

parois intérieures, et, dans quelques endroits, un dép6t d'appa- 
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M rence cmlalliDe et roDge&tre. Gomme le mercuw ayait été pu- 
Ji rifié avec Min avant d'être iolrodait dans rînslranient .on ne 
n ponvait se rendre oonqpte de l'altération qn'il avait épronvée , 
n sans admettre la formation d'une cetiaîne cpiantité d'oxide pen- 
n dant rébuUition* Il est certain yd^aillenrs, qn'en triturant du mer- 
» cure avec son deutoxide, celui-» ci se dissout en petite quantité 
j» dans le liquide , et lui communique Tapparence d un amalgame, 
n Dans cet état , il adhère plus fortement au verre , s'y attache , 
n sans le mouiller cependant, et, par cette raison , il ne peut plus 
» être employé comme liquide thermométriqué ou barométrique. 
» On le ramène à ses propriétés primitives en l'agitant avec de l'acide 
N sulfuriqiie concentré ou une dissolution d'acide hydro-sulfurique , 
» qui^enlève on. décompose l'oxide. Le mercure distillé même n'est 
» pas toujours exempt d'oxide; et, lorsqu'il doit servir à la construc- 
M tion des thermomètres ou des baromèti*es, il est ntile^dc le purifier 
n préalablement par l'un des moyens qui viennent d'être indiqués. 
» Il parait que le mercure tenu pendant quelque temps en ébullir 
il tion dans l'air atmosphérique contient bientôt assez d'oxide pour 
n que ses propriétés physiques en soient notablement modifiées; et 
M pour prouver que les modifications que nous venons de signaler 
}) sont réellement le résultat de l'oxidation, il suffira de dire que si 
ji l'on prend du merenrç complètement privé d'oxide, et si l'on 
» dispose l'appareil, comme je le fais depuis long -temps, de ma- 
M nière que la sur&cè libre du. métal soit plongée dans une atmos- 
» phère de gaz hydrogène, on peut alors prolonger à volonté l'é- 
» buUition , sans observer la moindre altération dans les propriété 
M physiques et la manière d'être de ce liquide en contact avec le 
M verre. 

» Cette remarque s'applique également à la construction des thei^ 
n momètres et à celle des baromètres. Si l'on répète avec cette pré- 
M caution l'expérience de Casbois, la surface libre du mercure afiecte 
» la même courbure que dans les baromètres ordinaires, quelle que 
M soit la durée de l'ébuUition. 

» Dans les baromètres d'un large diamètre, l'anomalie observée 
a par Casbois est [dus difficile à produire, parce que la masse dn 
it mercure étant plus considératlé , une même quantité absolue 
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M d'oxide produit un effet moins sensible; on peut même se dis-» 
^ penser , dans ce e«ft> de fiûre bouillir le liquide méts^lique dans 
» un gaz qui ne conâemie pas . d*oxi^ène libre. Mais lorsque. les 
il tubes n'ont qu!ilii diamètre de 5 bu 6 millimètres, et au-dessous, 
a il serait . utile d^ayoir recours à cet expédient; car, autrement /la 
^ correcliôn de. la capillarité laisserait une asses grande incerti-* 
n tude. 

>i Ainsi ;^. le résultat obtenu par Casbois tient tout simplement à 
» ce que le mercure . contenant en dissolution une légère propor- 
» tion d'oxide du même métal , est un liquide qui difiere du mer-* 
D ciire pur dans sa nature et ses propriétés physiques , et dont Tat- 
» traction pour le verre , comme pour ses propres molécules, n'a 
» plus la même intensité. ^ 



S V. Expériences sur lès mékmg^^ 

(iSy). Soient u et jJ deux fractions' dont la somme «at l'unité. 
Supposons qu^on ait liiélé deux liquides différens dans la propor- 
tion de i£ et i/ ; désignons par f la densité du mélange , et par h 
la hauteur à laquelle îl s'élève dans un tube capillaire d'un rayon 
01, préalablement mouillé par ce liquide mélangé. D'après' la for- 
mule du n® 53 f on aura 

f^(h + \a)=:u^J+w/f,^^^f, {a) 

en mettant, pour plus d'exactitude, A + ^a au lieu de A, et 

désignant par y, J\ , /', trois coefficiens positifs et indépeudans de 
u et u\ Cette formule est fondée sur la supposition que la perte de 
chaleur qui a lieu dans le mélange, quand )a température est re- 
devenue la même qu'auparavant, n'influe pas sur l'intégrale j^Ia- 
tive aux forces moléculaires , de laquelle dépendent les phénomènes 
de la capillarité; hypothèse qui s'accorde avec le décroissement de la 
hauteur h , proportionnellement à l'augmentation de densité , dans 
le cas d'un seul liquide à différentes tenipératui^s. D est intéressant 
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de vérifier si cette hypothèse convient ^lemeat au cas de deux 
liquides mâanges; et, pour cela, je rms appliquer la formule (a) 
k des expériences que M» Gay^Lusiac a frites, il y a dqà IcHsg* 
temps, mais qui n'araàent pas. encore été publiées. 

Les deux liquides sont l'eau et Falcohol , ou l'eau et l'acide ni- 
trique. Je sopposenique u se rapporte à la proportion de Tean, et 
u! successivement à celle de l'alcobol et de l'acide nitrique , et je 
prendrai pour unités la densité de l'eau et le millimètre. 

Relativement aux mélao^ de l'eau et de l'akohol , que je consi- 
dérerai d'abord > voici les résultats de l'observation : 

u:s;ii, u!s=2 0s p = i,oooo, Â==23,i6; 

li = |, «' = 5, p = 0,9657, A=ii,5iî 
w = ^, w'= 5, p = o,94i5, h = ïo,ooj 
M = |, ii'ss: |, f z=x 0,9068, h se 51,56; 

« = 51 ^=S» P = ^>S7a6, A = 9,40; 

*tt = o, i/ssi, p == 0,8196, A= 9,182. 

Dans toutes ces observations, le tube avait i"^'*,296 de diamètre, et 
la température a été de 6 à 9 degrés. 

Si l'on fait successivement 1^=1 et m'=so, m=:o et ii'= i, 

£1 := - et 1/ = - , dans la formule (à) ; que l'on 7 substitue en même 

temps, pour /, les densités relatives à ces trois proportions d'eau et 
d'alcohol ; et qu'on y mette aussi o,643 au lieu de a , on en dédnit 

/= 35,576, /'= 7,705, / = 7,5g5. 
Pour des valeurs quelconques de u et u'y la formule (a) deviendra donc 

P (* + î *^) — ^^'^'76) «• + (7,595) uuf + ( 7,7o5) u\ 
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J'en fais maintenant l'application à celles des eicpcriences precé«- 
dentes qui n'ont pas servi à en déterminer les coefficiens ; et en dé- 
signant^ pour chacune d'elles , par e Texcès de la hauteur calculée 
sur la hauteur observée » je trouve 



u 



16,604, c = + 3,858; 



u 



u 



u 



5, m' = ^, A = i5,i3i , 



1 

I 

S' 



u 



w 



3' 

4 

5' 



A = 8,255., e 



+ i,56i ; 
— 1,525; 



7^865, e = — 1,535. 



Or , les grandeurs de ces valeurs de e montrent que l'hypothèse sur 
laquelle la formule id) est fondée , ne convient pas aux mélanges de 
l'eau et de l'alcohol ; ce qui est d'autant plus singulier, qu'elle con-- 
vient parfaitement, comme on va le voir, aux mélanges de Tean et de 
Tacide nitrique, et qu'il y a eu, dan& ces deux cas, perte de chaleur 
et concentration. 

Par rapport aux mélanges d'eau et d'acide mtrique , on a , d'après 
Texpérience , 



u 






u 



u 



u 



I 

S' 
I 

3' 
1 



u 



3» 

o. 



w 



2 

3' 



u! 



I 



= T,oooo, h = .22,68; 

= 1,0891, h =3 20,52; 

= i,i474, h = 19,17; 

= I,2i5t, h s=a 17,66; 



16,35 ; 



=s i,275r , & == 

=: 1,3691, h = i4>û8; 

le diamètre du tube étant i°",5i5, et la température 10 à 12 degrés. 
Je détermine, comme dans le cas précédent, les valeurs de f etf\ 
au moyen de la première et de la dernière observation , et celle de/,^ 
d'après la moyenne de& quatre observations intermédiaires ; la for*- 
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mule (m) derioit 

p (a -H ^ «) =a (33,899) !»• 4- (44»5io) m/ + (\9,5'](Sj ul' } 

en rappliquant acluellement k ces quatre obeenrations , et désignant 
toujours par e l'excès de chaque hauteur calculée sur la hauteur 
observée , on trouve 

11 = |, «^=§> * = 30,495 , é = — 0,024 ; 

1/ ac ^ , u' sa: xp A as 19, 166 , ^ =r — o,004 } 



l/SSr, w'=^, As= i6,36x , 6 = + o. 



on 



résultat qui présente un accord très remarquable entre la formule et 
l'expérience. 

En comparant Jes densités des mélanges, on peut remarquer que 
ceux de l'eau et de l'alcobol éprouvent^ à peu près, la même conden* 
si^tion que ceux de Taeide et de Veau. Ainsi , la moyenne des densités 
lyoooo et 0,8196 de l^eau et de lalcohol, étant 0,9098, la densité du 
mélange par parties égales est a,94i5, ou plus grande de o,o5i7 ; et, 
de même , la moyenne des densités de Tcau et dé l'acide le plus con- 
centré est 1,184^, quantité qui est surpassée de o,o3o6 par la dea- 
Mté i,2i5i du mâange moyen. 



S VI. Phénomène de V Endosmose. 

(c?(8). On doit à M. Dutroehetla découverte d'un phénomène très 
important, auquel il. a donné le nom ii endosmose. Ce phénomène 
consiste en ce que si deux liquides différens sont séparés par une 
membrane, l'un des deux traverse cette cloison et va se mêler à 
lautre, dont le niveau s'élève graduellement jusqu'à une hauteur 
considérable. M. Dutrochet a reconnu que l'endosmose peut encore 
«ivoir lieu lorsque la cloison membraneuse est remplacée par cer- 
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taines matières inorganiques ^ telles qtiHnie lame mince d'ardoise , 
par exemple. Il s'est assors «pie ce pb^oomène n'est jamais accom- 
pagne de signes d'électricité <pie le galpano99âtre pnisse rendre sen- 
sibles. En l'attribuant à l'actién capillaire , qui parait être sa véri^ 
table cause ^ yoid comment on en peut rendre raison d'une manière 
générale. 

Appelons A et A' les deux liquides. Soit QOf un canal vide et 
d'un très petit diamètre^ qui traverse l'épaisseur entière de la cloi- 
son ; étant l'extrémité qui répond à A , et 0' à A'. fSv les deux 
liquides ne sont pas de nature à s'élever^ en vertu de l'action ca- 
pillaire 9 dans un tube pareil à rce canal , ils ne pénétreront pas 
dans l'intérieur de 00'; ils deviendront convexes aux deux extré- 
mités et 0'; et ils y seront arrêtés/ quelle que soit l'inclinaison 
de la membrane, comme le mercure à la sur&ce latérale d'un ba- 
romètre portatif^ ou l'oa a pratiqué une très petite ouverture. Dans 
ce cas, l'endosmose n^aura. pas lieu. Si, au contraire , les deux li- 
quides sont susceptibles de mouiller la membrane, ou de nature 
à s'élever dans un tube de la même matière que ce corps, ils pé- 
nétreront dans l'intérieur du canal 00\ Ils j seront d'ab(mi Tun 
et l'autre concaves ; mais quand ils se seront joints, ils auront une 
sur£aice commuiie, de sorte que l'un d'eux demeurera plus ou moins 
cancave, et l'autre deviendra convexe. Or, le mouvement conti- 
nuera de A vers A', ou de A' vers A , selon que ce sera A ou A' 
qui restera concave; et^ dans le premier c^s, par exemple 1 A 
finira par traverser la membrane entière , jt viendra se mêler 
à A'. 

Pour déterminer , autant quil sera possible , lequel de ces deux 
cas aura lieu , menons , près du contour de la sur&ce commune 
aux deux liquides, deux normales en -dehors de A, l'une è cette 
surface , et l'autre à celle du canal OQf. Soit 9 l'angle compris 
entre ces deux droites, lequel sera obtus on aigu, selon que A 
sera concave ou convexe. Supposons que les constantes II et F du 
n* 49 répondent an liquide A, et désignons par ff et F' ce que 
ces quantités deviennent relativement au liquide M. Puisque , par 
hypothèse, les deux liquides s'âèvent dans un tube de la même 
nature que OO', les quantités F et F seront n^atives ; je les rem- 
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placerai par — * E et -~ E', et en désignant par G une antre cons- 
tante positive et dépendante de la matière des deux liquides , nous 
aurons ^ d'après le n"" 69, 

E'— E=Gcos^î 

équation qui fait voir que cos ^ sera négatif ou positif, et que, par 
conséquent , le liquide A sera concave ou convexe , selon que E sera 
plus grand ou plus petit que E^ Si donc, pour fixer les idées, on 
suppose E > E', ce sera le liquide A qui traversera le canal OO' et 
viendra se mêler k A^ Cela posé » quand E et E' sont respective- 
ment moindres que H et H^ les poids des deux liquides qui s'élè- 
vent dans un même tube , de la même nature que 00^, sont entre 
eux comme E et E' (n*" 49)- ^ liquide A est donc alors le plus as- 
cendant ; mais si chacune des quantités E et E' surpasse la quantité 
correspondante H ou H', les poids élevés dans œ même tube sont 
les mêmes que si Ton avait seulement E=:H et E's=H': ils sont 
entre eux comme H et H'. Or, la différence E— -E' étant positiv'e, 
la différence H — H' peut être positive ou négative ; par consé- 
quent, le liquide A n'est plus nécessairement celui des deux qui 
a le plus de tendance à s'élever par l'action capillaire. Ainsi 1 lorsque 
les deux liquides , avant leur jonction , coupent sous un angle 
aigu la surface du canal 00', c'est-à-dire quand on a E < H 
et E' ^ H', c'est toujours le plus ascendant qui l'emporte et qui 
chasse l'autre liquide après leur jonction ; mais ce peut être le 
moins ascendant, quand ils sont , avant de se joindre, tous les deux 
tangens à la surface de 00'; ce qui est le cas de E> H et E^> H^ 
Lorsqu'une partie de A se sera mêlée a A', les quantités E' et 
G changeront* Je désignerai par E. et G,, ce qu'elles deviennent re- 
lativement a ce mélange en contact avec le liquide A qui remplira 
le canal OO'; et ai l'on représente, en même temps, par ^, ce que 
devient l'angle ^» on aura 

E| — E = G, cos ^j , 

à l'extrémité 0' du canal 00'. Dans cet éUt, le filet 00' du li- 
quide A pourra supporter, à ses deux bouts et 0% une diffé- 
rence de pression proportionnelle à la différence E, — E, et en 
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raison iorerse du diamètre du canal 00' ; et , consécpiemnient , le 
niveau du mélange de A et A' pourra s'élever au-dessus du ni- 
veau de A 9 d\me quantité qui sera aussi en raison directe de 
Ei — Ey inverse du diamètre de 00', et inverse des densités de ce 
mélange et de A. 

Mamtenant, si la membrane est traversée par un nombre ex- 
trêmement grand de canaux tels que 00% on étendra à tous ces 
canaux ce qu'on vient d'appliquer à l'un d'eux; et le liquide A 
pénétrera par toutes celles de ces ouvertures qui satisfont à la con- 
dition E > R. Quoique la matière de la membrane soit homo- 
gène , il ne sera cependant point impossible qu'à raison de la dis- 
position différente de ses molécules le long de ces différens canaux, 
ou pour toute autre cause, la condition contraire E<;E' ait lieu, 
du moins pour une petite partie de ces ouvertures ; alors il y aura 
simultanément , a travers cette membrane , uti transport principal 
du liquide A dans A', et un autre transport beaucoup moindre , 
de A' dans A , ainsi que l'expérience parait l'indiquer. D après ce 
quon vient de dire, la différence de niveau, des deux côtés de 
la membrane, sera, toutes choses d'ailleurs égales, en raison in- 
verse des diamètres des ouvertures qu'elle présente; en sorte que 
l'intensité du phénomène diminuera de pins en plus et pourra de- 
venir insensible, k mesure que le tissu de la membrane sera de 
plus jn plus relâché. La condition principale et essentielle du phé- 
nomène est la différence des deux liquides j il ne se produira ja- 
«iiais entre deux liquides de même nature, ou entre deux liquides 
qui jouiraient exactement des mêmes propriétés sous le rapport de 
l'action capillaire. Pour que la cloison qui sépare les deux liquides ne 
soit pas impropre à l'endosmose , il faudra que , d'après sa contex- 
ture, elle soit traversée par des canaux très étroits, allant d'une 
face à l'autre; circonstance qui se rencontre plus communément 
dans les membranes organiques. Mais, d'un autre c6té, les liquides 
éprouveront le long de ces canaux un frottement très considérable, 
à cause de la petitesse de leurs diamètres; cette force pourra ba- 
lancer Faction capillaire, et empêcher les deux liquides de péné- 
trer assez avant pour se joindre et prendre ime surface commune, 
qui change en convexité la concavité de l'un d'eux; et, pour cette 
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rtisOB» la ttoif grande ëfMdsfliiir de la cloison peat étfutiD dMacle 
à la pvodaclkm de Teiidosmose. 

Je n^insiittraî ^#a6: dairaatage sur ces Gonsid^tions générales , qoi 
prouTeoty oe me aemble , que les diverses ciroonstaDces du phéno- 
mène de Fendosmose , observées par M. Dutrocfael , ne sont point 
incompatibles avec la tiiéorie de Faction capillaire , et qn*il n'est pas 
nécessaire de recourir à des forces d'une antre nature i pour en trouai» 
ver ime explication satisfaisante. 
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